Physikalische Chemie I — Thermodynamik Musterlosung Ubung 4 FS 2017

Musterlosung I"Jbung 4

Aufgabe 1: Wiarmepumpe

Das Prinzip einer Warmepumpe ist schematisch in Abbildung 1-1 dargestellt. Ubertréigt man
Wiérme von der Region mit der tieferen Temperatur 7} zur Region mit der warmeren Tempera-
tur Ty, muss zusétzlich Arbeit aufgewendet werden (vgl. Formulierung des 2. Hauptsatzes der
Thermodynamik von Clausius).

/\ Tw > Ti

QW = - ‘QW'

W =|W| System

Qx = |Qx|

Tk

Abbildung 1-1: Schematische Darstellung des Prinzips einer Warmepumpe. T ist die Tempe-
ratur der Region mit der tieferen, T}, derjenigen mit der hoheren Temperatur. Entsprechend
sind Qx resp. () die vom System mit der kélteren resp. wiarmeren Region ausgetauschten
Wirmemengen. W ist die am System geleistete Arbeit. Geméss der iiblichen Vorzeichenkon-
vention gilt fiir den Betrieb der Maschine als Warmepumpe: Qx > 0, Qy, < 0 und W > 0.

a) Da die Warmepumpe reversibel arbeiten soll, gilt:

Qx| T
Damit erhalt man:
Qul 95 kJ
T =T —— =288.15 K- —— = 35095 K = 77.80°C 1.2
“1Qx] 8kJ 12)

b) Die aufzuwendende Arbeit W ergibt sich mit Hilfe des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik:
W =—(Qw + Q) = [Qu| — [Qx| = 17kJ (1.3)

c¢) Die Effizienz einer reversibel arbeitenden Wéarmepumpe ist der Quotient zwischen der in der
wérmeren Region abgegebenen Warme |Qy| und der dazu aufzuwendenden Arbeit |W|:

[
ThW max = W (1 4)
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Mit (1.1) und (1.3) findet man nun fiir einen reversiblen Prozess:

nw _ ‘QW‘ _ ’QW’ _ (’QW’ — ‘Qk’)l _ (1 _ ‘Qk‘>l
e |W| |QW| - |Qk| |QW| |QW|
T\ " Ty
= (1 — T_w) =TT (1.5)

Da fiir eine Warmepumpe sinnvollerweise T, > Ty gelten muss, kann nw Werte im Bereich
0 < nw < oo annehmen. Dabei ist die Effizienz der Warmepumpe umso besser, je grosser

nw ist.

Setzt man die in der Aufgabenstellung gegebenen Zahlenwerte in (1.5) ein, findet man:

Nw max (T = 288.15 K, T, = 350.95K) = 5.59 (1.6)
Nw.max(Tk = 303.15 K, T, = 350.95K) = 7.34 (1.7)
Man sieht, dass bei einer Erhohung der Aussentemperatur von 15°C auf 30°C pro gelei-

stete Arbeit ca. 31 % mehr Warme dem wirmeren Thermostaten zugefiithrt wird, falls die
Temperatur des letzteren konstant auf 77.80 °C bleibt.

Eine reale Warmepumpe arbeitet nicht reversibel. Der Wirkungsgrad beschreibt das Verhéaltnis
der realen Effizienz zur Effizienz einer reversibel arbeitenden Warmepumpe:

TIW real
= ’ 1.8
TIW ,max ( )

€

Damit konnen wir die reale Effizienz berechnen:

Woreal = €W max(Tk = 288.15 K, T}, = 350.95K) = 3.07 (1.9)
MW real = ENw.max(Tk = 303.15K, Ty = 350.95 K) = 4.04 (1.10)

d) Warmepumpen und Kiihlschrénke arbeiten im Prinzip identisch, die Anwendung ist jedoch
verschieden.

Bei Warmepumpen ist man in der Regel an der der wirmeren Region zugefiihrten Wiér-
memenge interessiert. Dabei sollte man auf eine moglichst stabile Temperatur der kélteren
Region (z.B. See im Winter) achten, damit die abgegebene Warmemenge allein iiber die von
der Warmepumpe geleistete Arbeit reguliert werden kann.

Bei Kiihlschrénken ist man an der Region mit der tieferen Temperatur interessiert. Fiir
einen optimalen Betrieb muss dafiir gesorgt werden, dass die Abwéarme in der Region mit
der hoheren Temperatur moglichst effizient weggefiihrt wird, da sonst die Temperatur dort
ansteigt, was zu einer geringeren Effizienz des Kiihlschrankes fiihrt.

Aufgabe 2: Entropieinderungen und spontane Prozesse

Zum Losen dieser Aufgabe geht man mit Vorteil von den folgenden Beziehungen aus:

AU = 8Q + SW (2.1)
W = —p,dV (2.2)
dH = dU + pdV + Vdp = 5Q + V dp (2.3)
0 Qrev
dsS = 2.4
h (2.4)
(U)
ag() = S (2.5)
Ty
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Dabei beschreibt dS resp. dSY) die Anderung der Entropie im System resp. in der Umgebung.
Betrachtet man die Umgebung als ein ideales Bad (T, puy, Viy konstant, keine Volumenarbeit),
dann erfolgt jeder Warmeaustausch der Umgebung reversibel und man kann (2.5) schreiben als

dsW = =% (2.6)

wobei 8@Q) der vom System freigesetzten oder aufgenommenen Wiarmemenge entspricht (deshalb
das negative Vorzeichen in (2.6)).

In (2.2) steht p, fiir den Aussendruck. Bei einem reversiblen Prozess muss der Systemdruck p
zu jedem Zeitpunkt gleich dem Aussendruck p, sein, sonst ist der Prozess irreversibel.

Die vom System ausgetauschte Arbeit W und Wéarmemenge () sowie die Entropiednderung AS
im System und ASM in der Umgebung findet man durch Integration zwischen Anfangs- und
Endzustand:

E
W:/ sW (2.7)
A
E
A
E E
AS:SE—SA:/ dS:/ OCrex (2.9)
A A T
U) (U) E Ty =konst 1 £ Q
ASW) Z g0 _ g :/ qgw Toenst L [Ts & (2.10)
A TU A TU

Gemaéss dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik muss fiir spontane Prozesse in einem adiabatisch
geschlossenem Gesamtsystem aus System und Umgebung die Beziehung (2.11) erfiillt sein

AStY = AS + ASW >0, (2.11)

wobei die Gleichheit fiir reversible und die Ungleichheit fiir irreversible Prozesse zutrifft.
Weiters gilt fiir ein ideales Gas

AU = n Cyp dT (2.12)
dH =nCppdT (2.13)

wobei man fiir einatomige ideale Gase findet:
3

Cym = 5 R (2.14)
Cpm =Cym + R = gR (2.15)
a) Isochore Erwédrmung
e Arbeit

SW = —p,dV =0, da dV =0 (2.16)
= W=0 (2.17)

e Wiarme
d0Q = dU =nCy,, dT (2.18)
= Q=nCym /TTE AT = n Cym (T — Ta) = 374.2] (2.19)

A
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e Entropieinderung im System

Wegen (2.18) ist 8@ in diesem Fall ein totales Differential und man findet fiir die Entro-
piednderung im System:

Qe 8Q AU T
e qr T

= AS= nCVm/ S Cynln [ ZE) =1.026TK! (2.21)
’ TA T ’ TA

e Entropieinderung in der Umgebung und totale Entropieéinderung
Mit (2.10) und (2.19) erhélt man fiir die EntropieAinderung in der Umgebung

ASY = —0.985 JK ! (2.22)

und gemiss (2.11) gilt fiir die totale Entropieéinderung

AS®Y = 0041JK' >0 = irreversibler Prozess (2.23)
b) Isobare Erwarmung
e Wiarme
5Q 2 aH =nC,ppdl (2.24)
p=konst.
Tg
= Q=n Opvm/ AT =1 Cy (T — Th) = 623.58 ] (2.25)
Ta
e Arbeit

Da gemiss (2.24) 8Q) = dH in diesem Fall ein totales Differential ist, muss wegen (2.1)
auch 0W ein totales Differential sein und die Arbeit W ist nur vom Anfangs- und End-
zustand, nicht aber vom Weg abhéngig. Mit (2.12) bis (2.15) erhélt man:

SW =dU — 8Q = dU — dH = n(Cym — Cpp) T = —n RAT  (2.26)

Tg
= W= —nR/ AT = —n R (Ty — Ty) = —249.43 ] (2.27)

Ta

¢ Entropieinderung im System

Qe 5Q dH T
Teqar T

= AS= ncpm/ — =nCpmln (—E> — 1709 J K (2.29)
’ TA T TA

e Entropieinderung in der Umgebung und totale Entropieinderung

ASW LY g 641 JK (2.30)
(2.25)
ASEY CLV 0068 JK™1 >0 = irreversibler Prozess (2.31)
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¢) Reversible isotherme Expansion

e Arbeit

RT
SW = —p, dV = —pdV = —nv

VE
_ WT konst. TLRT/ g:_nRTln E = —nRTIn 4VA
174 Va

dv (2.32)

Va Vi
=-nRTIn(4) =—4380J (2.33)
e Wirme
dU =nCy,dTl' =0, dadl'=0 (2.34)
= 8Q=-8W (2.35)
4V,
= Q=-W=nRTh (;f) —nRTh ( VAA)
=nRTIn(4) =4380J (2.36)
e Entropieinderung im System
6C?I'GV
pu— 2-
ds T (2.37)
=kons 1 Ve
T=kgnst AS:—/ 5Quey — 2 239 11 533K (2.38)
T Jy, T
¢ Entropieinderung in der Umgebung und totale Entropieinderung
ASW LY 9 53 7K1 (2.39)
(2.36)
ASEt LV o peversibler Prozess (2.40)
d) Reversible adiabatische Expansion
e Wirme
3Q =0 (2.41)
= @=0 (2.42)
e Arbeit
W =dU =nCy,, dT (2.43)
Tg
W =nCym / AT = 1 Cy (T — T) (2.44)
Ta

Die Endtemperatur Tg lasst sich aus der Anfangstemperatur T, mit Hilfe der Adiabaten-
gleichung fiir ein ideales Gas

T, VX = Tgvﬁxf1 = konst., mit y = Com (2.45)
CV,rn
bestimmen und man erhélt mit (2.14) und (2. 15)‘
5 2
Va? Va 1\?
T =1T, =T =Tx| -] =150.80K 2.46
. A<VE) A(4VA) A<4) ( )
2
: 1\?
A W =Gy Ty ((Z) - 1) — 92858 ] (2.47)
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e Entropieinderung im System

0CQrev (2.
ds = QT 24y (2.48)

= AS=0 (2.49)

e Entropieinderung in der Umgebung und totale Entropieinderung

AS 2L (2.50)
(2.42)
(tot) (2:11) :
AS =0 = reversibler Prozess (2.51)
e) Irreversible isotherme Expansion
e Arbeit
W = —p,dV (2.52)
VE
= W= _pa/ AV = —po. (Ve = Va) = —pa (4Va — Vi) = =3 p.Va
Va
T
— 3BT 3 R~ o305 (2.53)
DA 4
e Wirme
dU =nCy,dT' =0, dadT" =0 (2.54)
= 0Q = —-dW (2.55)
RT
= Q=-W=3p, " —23707] (2.56)
Pa
e Entropieinderung im System
dS = 5C21rev o dU — 6I/Vrev (2£4) _6Wrev o pdv - n‘IET dV
T T T T T
dv
=nR— 2.57
RS (2:57)
Vi 4
= AS:nR/ g:ann(E):ann(&)
Va V VA VA
=nRIn(4) =11.53JK! (2.58)
e Entropieinderung in der Umgebung und totale Entropieinderung
ASWD L) g o4 K1 (2.59)
(2.56)
AS®) #5909 JK=1 %0 =  irreversibler Prozess (2.60)
f) Irreversible adiabatische Expansion mit p, = 0
e Wirme
3Q =0 (2.61)
. Q-0 (2.62)
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e Arbeit

W = —p,dV =0, dap, =0 (2.63)
= W=0 (2.64)

e Entropieinderung im System

o 5C21rev o dU - 6I/Vrev

d _
S T T

(2.65)

Gemiiss dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik sowie mit (2.61) und (2.63) gilt in
diesem Fall

dU =0 (2.66)
und man findet fiir dS resp. AS:!
Wiy pdv AV AV
ds = — T = 7 — 7 —nRV (2.67)
VE
= AS= nR/ g =nRIn (E) =nRln (%)
v, V Va Va
=nRIn(4) =11.53JK* (2.68)

e Entropieinderung in der Umgebung und totale Entropieinderung

ASW LV (2.69)
(2.62)
ASED PV 1153 K150 = irreversibler Prozess (2.70)

Aufgabe 3: Entropie

Um zu entscheiden, ob ein Prozess spontan oder nicht spontan ablduft, muss neben dem ei-
gentlichen System immer auch die Umgebung beriicksichtigt werden, denn AS®% > 0 gemiiss
(2.11) ist nur dann giiltig, falls es sich beim Gesamtsystem um ein adiabatisch geschlossenes
System handelt. Da reversible Prozesse lediglich idealisierte Grenzfille sind, die in der Natur
nicht beobachtet werden, gilt bei wirklichen Prozessen fiir das Gesamtsystem stets AS®Y > 0.
Solange fiir das Gesamtsystem eine Entropiezunahme resultiert, ist es somit durchaus moglich,
dass gewisse Teilprozesse stattfinden, obwohl sie mit einer Entropieabnahme verkniipft sind.

a) Wie im Hinweis in der Aufgabenstellung bereits erwiihnt, werden die beiden Teilsysteme 1
und 2 separat betrachtet. Die Mischung entspricht dann der Expansion der beiden Gase 1
und 2 in die jeweils von ihnen zuvor unbesetzten Raumbereiche. Da die Expansion gegen
keinen Aussendruck erfolgt, gilt fiir die geleistete Arbeit

dW = dW + dW;
= —pl dVi —plP dVa =0, dap{) = p
= W=0

@ =0 (3.1)

a

!Beachten Sie, dass zur Berechnung der Entropie einen reversiblen Pfad vom Anfans- (A) zum Endzustand (E)
wéhlen. Das ist erlaubt, da die Systementropie eine Zustandsgrosse ist. Bei einer reversiblen Expansion ist der

Aussendruck immer gleich dem inneren Druck des Systems: p, = p = %.
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Fiir die ausgetauschen Warmemengen gilt (i = {1,2})

5Q; = du; “? ¢ (3.3)

T'=Kkonst.
Q=0Q1+dQ,=0
Q=0.

Fiir die Berechnung der Entropieinderungen pro Teilsystem muss ein reversibler Prozess,
der Anfangs- und Endzustand miteinander verbindet, angenommen werden:

- 6C«?rev,i o dUz - 6I/Vrev,i (2£2) _SWrev,i

dSl T T T:l;nst. T
_pdVe AV v (3.6)
T T Y, |
Ve dv:
AS; = niR/Vi VV = n; Rln (%) (3.7)

erhalten. Da V; und Vg extensive Grossen sind,! die in idealen Systemen nicht von der
Zusammensetzung abhdngen und p4 = pg, kann man (3.7) schreiben als

AS; =n; Rln (@) =n; Rln (M) :—niRln< i )
n; n; DM
= —n; Rlnz;. (3.8)

Fiir eine Mischung von N idealen Gasen findet man allgemein also:

N N
AS = ZASi = —RZni In x; (3.9)
i=1

i=1

Die Herleitung der Mischungsentropie zeigt, dass dieser spontane Prozess weniger durch die
Mischung an sich, als mehr durch die freie Expansion der einzelnen Stoffe unabhéingig vonein-
ander getrieben wird. Wichtig ist aber dennoch, dass die beiden Stoffe unterschiedlich sind,
da sonst Ausgangszustand und Endzustand identisch wéren, und keine Entropieinderung
erfolgt haben kann («Gibbssches Paradoxon>).

b) Das Gefrieren von Wasser ist mit einer Entropicabnahme verbunden. Da es sich dabei aber
um einen exothermen Vorgang handelt, wird bei diesem Prozess Wérme () an die Umgebung
abgegeben, was zu einer Erhohung der Entropie in der Umgebung fiihrt, so dass AS®tt) =
AS +ASWY = AS —6Q/T > 0 ? erfiillt ist.

Die wichtigsten Angaben, welche fiir eine quantitative Erklarung benétigt wiirden, sind u.a.
die Schmelzwérme (bei der Schmelztemperatur) und die Schmelztemperatur von Wasser
sowie die Temperatur der Umgebung.

1V; steht in dieser Aufgabe fiir das Volumen des Teilsystems ¢ und nicht fiir das partielle molare Volumen des

Stoffes 1.
2Die Gleichung dS®°*) = dS — 8Q/T > 0 kann als Motivation fiir die Definition der freien Energie (Helmholtz-
Energie) A =U — TS und der freien Enthalpie (Gibbs-Enthalpie) G = H — T'S dienen. Durch Multiplikation
beider Seiten mit —T" wird zun#chst und allgemein giiltig 6QQ —T'AS > 0 erhalten. Unter isochoren Bedingungen
gilt dU = 8@ und das Kriterium fiir spontan ablaufende isochore Prozesse lautet dU — T'dS > 0, wihrend
fiir isobar gefiithrte Prozesse dH = 6Q gilt und dH — T'dS > 0 erhalten wird. Die Ausdriicke auf der linken
Seite entsprechen fiir isotherme Prozesse dA resp. dG, womit die Vorzeichen von dA, bzw. von dG, angeben,
ob isochore, bzw. isobare, Prozesse spontan (negatives Vorzeichen), reversibel (die Grosse ist null) oder nur
erzwungen (positives Vorzeichen) ablaufen.
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