ETH-Aufnahmepriifung Herbst 2014

Mathematik I (Analysis)

|
Aufgabe 1 (5§ + 5§ Punkte) .
a) Das gotische Fenster kann im wesentlichen auf
zwei Halbkreise, einen Kreis und zwei Kreis- ~ 'Y .
bogen vereinfacht werden. Die drei Abschnitte ‘Var =
der Strecke a sind gleich lang. Driicken Sie die ¥ ‘ ‘ ‘
Basis a als Funktion des Radius r aus. i

0- = - —
+ >
a

6cm
b) Bestimmen Sie den Winkel B. Benutzen Sie dazu @ w 6 cm

ua. die exakten Werte der trigonometrischen
Funktionen (siehe Formelsammlung).

JI62 cm

Aufgabe 2 {10 Punkte)

Gegeben ist die Funktion f(x)=ax-e**™ mit a € &*. Bestimmen Sie a, so dass die Fliache, welche
von der x-Achse und dem Funktionsgraphen im dritten Quadranten eingeschlossen wird, extremal ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte) 4
Bestimmen Sie die Gleichung der Funktion f(x) =W,
X

deren Graph folgende Eigenschafien hat:

~ die schiefe Asymptote hat die Gleichung y=2x+1;

~ der Punkt A(-2|-5) ist ein Maximum.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Die Strecken in der nebenstehenden Figur stehen senkrecht zu-
einander; ihre Lingen a,, ay,... bilden eine geometrische Folge.

Die Lénge der unendlichen Spirale Zah ist 5.
k=1

A(110)

Bestimmen Sie die y-Koordinate des Punktes B.

Y



Losungen Mathematik I (Analysis) Herbst 2014

Die Note N bercchnet sich fuir die Punktzahl p gemiss der Formel N =1 + -g—, wobei auf halbe Noten zu

runden ist (Viertelnote aufrunden).

Aufgabe 1.a)
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a> a® 2ar L, a‘

' =2ar+r——=—+"—+r'——
9 3 36
36a* —72ar-9a° =4a’ +24ar-a’
24a° - 96ar =0 Ipt
24a(a—4r)=0

e Losung: a=4r 1pt




Aufgabe 1.b)

6cm

V162 cm

. x=\/6’+62-2-6-6-cos(|20°) =\/72+72-sin(30°)=\/72+72-0.5 =108

X V162

sin(B) _ sin(120°)
_sin(120°)-x _ cos(30°)-108 _ 3108 _ V324

= sin(B) oS N e - =
J162 162 1162 2416
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Aufgabe 2 — Variante 1

e  Stammfunktion von f(x) (partielle Integration):

. x(u:+l) x(u:+l)
If(x)dx=jax-e"{“ +1)dx=ax-e2 - a-ez—dx
a“+1 a“+1
. ,(u:-i-l) . e‘(u!-pl) _e‘(ag"") ax _ a
a2+l (az+1)1 az-i-l (az.|.1)2 31“
e Integral:
i)
. sfal+ ax a a
J f(x)dx = lim e - =— 5
- L5 al+l (zl2 +1)2 (a2+l)' 2t
b
e Fliche:
a a
A= =
(a2+1)2 a'+2a*+1 it
o Fliche extremal:
a*+2a’+1)-a(d4a’+4a) _33° —22% 4]
A'(a)=0: A'(a)=( ) ( )— = 2 pt

(a‘+2212+l)2 (a“'+2:|2+1)2
s Biquadratische Gleichung losen:

Ja'+2a’-1=0
(3az— l)(a2+1):0

=a= \g (a = -\g ist keine Losung, da a > 0 sein muss.] 2pt

s Die biquadratische Gleichung kann auch in eine quadratische Gleichung
umgewandelt und mit der entsprechenden Formel gelost werden:

a’=k: 3k*+2k-1=0

2+
= 2L ey

I 1 3 ehenfalls
= a=,- |a= —J— nicht erfaubt | 2pt
3 3 J




Aufgabe 2 — Variante 2

Stammfunktion von f(x) (partielle Integration):

s ex(nzﬂ) .\{n"’+l}
If(x)dx=jax-e‘(“ T ——|a-—5—dx
a +1 a“+1

S ey

S _e*“’=e«m{ x __ a

Integral:
0
b al+
frax=fim | * l){afil-(a’j-l)z] )
Fliche:
A=—t

Fliche extremal:

A'a)=0: A'a)=

(a1+l)2—a-2(a2+l)-2a ~ (az-+-1)—4a2 _ 3at+4l

(az+1)4 - (a:+1)3
Lésungen:

32 +1=0

al=

i
3
= a=‘!§ [a=—‘]§ ist keine Losung, da a > 0 sein muss.

- (a®+ l)3

)
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=0

3 pt

1 pt
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Auflgabe 3 — Variante 1

£(x) = (ax? +bx +c):(x +d) = ax +(b—ad)+—2
(x}=(ax*+bx+c):(x+d)=ax+(b-a =
—(ax2+adx)
(b—ad)x+c

Vergleich mit der schiefen Asymptote:

(1) a=2
(1) b-ad=1

Ableitung von f(x)=2x+1 +i :
x+d

g
(x+d)

f'(x)=2-
Maximum in A(-2-5):

g
ny f(2)=-5: -3+ ==5
any f-2) i

IV) f(-2)=0: 2-—E -0
(V) 1(-2) v

Vereinfachen:

(y  g=-2(d-2)
(Iv) g=2(d-2)

(1V) mit (111) dividieren (d #2):

2
1=822022) _ 45y o d-1 = g=2
g -2(d-2)
Losung:

2pt

1pt

1pt

1 pt

2 pt

I pt




Aufgabe 3 — Variante 2

f(x)=(ax2 + bx+c):(x+d)= ax+{b—ad)+ Rest
—(ax2+adx)

(b—ad)x+c
Vergleich mit der schiefen Asympitote:

M a=2
(1) b-ad=1

Ableitung von (x):

(2ax+b)(x +d)-(ax + bx +c) _ax*+2adx+bd=c
(x+d)° (x+d)*

f'(x)=

Maximum in A(-2]-3):

d4a-2b+c
11 f(-2)==3; ——— —=-
an - f-2) =
4a~4ad+bd-¢
vy f'(<2)=0: =
(-2+d)’

(1yin (11), (111) und (1V) einsetzen:

(V) b-=2d=1 = b=I1+2d
(VI) 8-2b+4+c=10-5d = c¢=2+2b-5d
(Vll}) 8-8d+bd-—c=0 = 8-8d+bd=c

Aus (V1) und (V1)
(VIll) 8—8d+bd=2+2b-5d = 6+bd=2b+3d
(V) in (V1) einsetzen:

6+(1-+2d)d=2(1+2d)+3d
2d*-6d+4=0
(d-2Xd-1)=0

Erste Losung:

2x*+3x+3

d=I1,b=3,c=3,a=2 = fx)=
Xx+1

Zweite Losung:

a=2,d=2,b=5,c=2

2x3+5x42 _ (2x+1)(x+2)

X+2 x+2
entspricht nicht den vorgegebenen Bedingungen.

= f(x)= =2x+1 (firx=-2)

1 pt

1pt

1 pt




Aufgabe 4

Clxcl0) ,

A(1[0)
o  Strecke a;:
a,=4l"+y
e  Mit Hohensatz oder Proportionen:
I y 2
y'=|xC|-1 bzw, —=— = |xc|:y
vy |x

e  Strecke a::

a, =Y Hx ] =yy 4y = yyf1+y?

«  Konstante der Quotientenfolge:

_ay iy

q_al ‘\”‘Fy:

e  Linge der unendlichen Spirale:

AL 5 JI+y

I-q I-y
5(1-y)=1+y*
25(1—2y+y:)= I+y*
24y’ =50y +24=0
12y* =25y +12=0

|
|
4

L

25++/625—4-144  25++49
y= 24 N

. . 3
Da y <| sein muss, ist nur y=z korrekt.

1 pt

1 pt

1pt

1pt




