1 Definitionen

Arbeit Wa : P — R: W4 < 0: System leistet
Arbeit, Wa(p' op) = Wa(p') + Wa(p)

oW =—-pdV=—-MdH=HdM = FdL =ocdA
Arbeitsprozesse auf S Prozesse, die genau auf
S wirken, d.h. Ps = {p € P||p|s ist def genau fiir
S’ € Sub(S)}. Arbeitsprozesse sind adiabatisch.
Zyklische Proz auf S € S: |p|s = [pls,p € P
Identitétsprozsezze |p|s = [p]s, p € Ps

2 Der 1. Hauptsatz

1. Hauptsatz Fiir jedes System S € S gilt:

(i) VYo1,02 € ¥s Ip € Ps: |pls = o1, [pls = 02
oder Ip' € Ps: |p']s =02, [p]s = (71
(ii) vp" € Ps: [p") = [p), [p"] = [p] : Ws(p") =

Ws(p)

Folgen: Ws(idg) = 0 und Ws(p™") = —Ws(p)
Innere Energie eines Systems S im Zustand
o € Yg ist Us(o) = Ws(p) + Uo, falls p € Pg
0o in o iberfiihrt, bzw. Us(o) = —Wg(p') + Uy,
falls p’ € Ps o in o9 iiberfiihrt.

Wiarme Sei p € P beliebig. Die S zufliessende
Wirme ist def als Qg (p) := AUs(p) — Ws(p).
Quasistatische Prozesse sind (intuitiv) AP, die
durch C*-Kurve 7 : [0,1] — M beschrieben s, d.h.
S bleibt auf der Zustandsmannigfaltigkeit M.

3 Der 2. Hauptsatz

Reservoir ist ein System R € S, fiir das Ug :
¥r — R injektiv ist, Wgr(p) > O fur alle p € P
gilt und zwei Kopien immer durch ein Reservoir
ersetzt werden kénnen.

2. Hauptsatz Sei S € S ein belie- &?(P)
biges System und R € S ein Reser-

voir. Dann gilt fiir alle p € Psyr, JQs(p)
welche zyklisch sind auf S, dass Ws(p)

Ws(p) > 0.

Carnot-Vorb Fiir p € Psvr,vRr,, nicht Qr,,
Qr, beide 0, gilt (i) Qr, < 0 und Qr, < 0 nicht

QRy

gleichzeitig, (ii) o <0, falls p rev ist.
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Beweis (i) Ang Qr; < 0. Ws = Qr, + Qry, < Qry,
def ¢ € 'PR2 sd AU(q o p) =
SV R1 QRl <0 (4). (i) Qr, (@) =
@R, @R, > 0 nicht erlaubt.

Carnot Betrachte zwei Maschinen S, S’ €
S, die unter p € Psvr,vRr, (rev) bzw.
p' € Psivr,vr, zwischen Ry, Ry operie-
ren. Wihle Qr, (p") > 0, Qr,(p) > 0.

_ Qr;(P)
QRr,(P') = QR,(p)’
(ii) QR; Ei; ist universell, dh héingt nur von [p.

0 = gq o p zykl auf
)
—-Qry (p) =

@) _ Qry (@)

Reservoirs Rj 2 ab, nicht von S, p.

Beweis (i) p™¥ ("= —p”),p’ parallel: S = Sv S’ v RY,
oBdA Qr, = Qf, =" 0 < Wz = —Qr, + Qp,- (ii)
p = prevl, tausche —, dann >—<, also Gleichheit.

4 Temperatur, 0. HS (Qgu: = Qr, > 0)
7-Funktion 7(Ri,Rs) = — il = r(Ra, Ry) ™"
Dann gilt 7(R1, R2)7(R2, R3) = 7(R1, R3).
Beweis Verbinde 2 Maschinen zyklisch, oBdA Q'R2 =
—QRry, = P € Péle\/R3 rev (da alles rev) = p —

2.

T(Rl,R;;) = — T(RIQ,R:;) :T(Rl,R:;).
3
Temp T = 7(R, Rret)Tret, insb 7(R1, R2) = T2
Carnot-Effizienz Fiir Effizienz n = \‘c,‘gj‘jf‘\ ei-
1

ner nicht-trivialen rev zykl Wiarmekraftmaschine
(WKM) S giltn = 1——7 wobei Th > T1, Qr, < 0.
Andere WKM kann max diese Effizienz erreichen.
Leistungszahl COP := QW—P: < ﬁ

Beweis WKM = 0> Ws = Qgr, + Qry, = n = ‘;VTSI
Gleichgewicht R; ~ R2 herrscht fiir gleiche
Temperaturen, also 7(R1, R2) = 1.

GGW bedeutet T(Rl,Rg) = 1, Not R1 ~ RQ.

0. Hauptsatz fordert Transitivitdt d GGW. Dies
folgt aus der Aquivalenzrelation ~ bzw. aus 7.
Temperatur eines Wirmeflusses S = 51 V
Sy € 8, p € P. Fir Qgr,(p) = Q # 0 fliesst
Wirme zwischen S; und Sz bei Temperatur T,
falls Ry, Rz bei T und p; € Ps,vr,; existieren, so-
dass Ws/(p;) = Wg(p) fiir alle Systeme S’ € S
mit S"V Siy1 = 0 und lpils; = [plsi, [pils; =
’—p-| s, firi=1,2.

Temperatur rev Wiarmefliisse Fiir rev Proz
mit @ # 0 gilt: kann man Wéarmefluss Temp zu-
ordnen, sind Teilproz p; € Ps,vr; rev u Temp d
Warmeflusses eindeutig.

5 Entropie

Clausius S € S, {Ri},, T(R:) = T;. Vi pi €
Psvr; Arbeitsprozess auf S, R; mit Wg,(p;) =
0, so dass der Prozess p := pny o ... 0 p; defi-
niert und insgesamt zyklisch auf S ist. Dann gilt
> QS(’”) < 0 und Gleichheit fiir rev p.

Bewezs (i) Erweitere mit C; Maschinen zykl zw R;, Ro

Qs(pi). Dann _QS(PL) < % und
2. HS = 0> —T%) Q= QSTi(Lp’) (ii) wechsle Vorz.
Entropie Sei S € S ein System und oy € Xg
ein beliebiger, aber fixer Zustand darauf, und
Sret € R. Fiir einen Zustand o € X5 definieren wir
die Entropie Ss(o) = SN, QS(p’) + Sief, wobel
lp]s = ovet, [pls = 0. Fiir quasmtahsche Prozes-
se Sg(o) = f;mf ‘SQTS + Set iiber den zugehérigen
Pfad eines rev Proz.

Entropiesatz Fiir adiab Proz p € P (nicht Pg!)

auf S € S gilt Ss(|pls) < Ss([pls) ("="tiir rev).

unter ¢; mit Qr,; (¢:) =

Beweis Qs(p) adiab 0, wihle rev Riickproz p’, Clausius

0> ¢228 = () — [,)2%5 =0+Ss(lpls) — Ss([p]s)-
KonkAvitit Fir o, a” > 0 mit o' +a” =1,
o' € Tg,d'd’ € By, "o" analog. Dann

o, do
gilt S(a’o’ +a"c"”) > o' S(o ) +a'S(c”).
Konkavitét ist glelchbed mlt negativer Semidef
vom Entropie-Hessian: 6U2 <0, det %S > 0.
Stabbed Cv >0, k7 >0,C, >0,C, —Cyv >0
Entropieeigenschaften Es sind dquivalent:

(i) S(o) ist linear zwischen o', o

(i) S(o’ + ") =S(c") + S(c") (GGW)

(i) VS(¢') =VS(c") (fiir S: T, p, p im GGW)
Gibbs-Duhem Rel SdT—-V dp+ N du =0, von
p, T, v sind nur zwei Grossen unabhangig.
Mischentropie Smi. = kg, Nilog %

6 Thermodynamische Potentiale
_ 1 Pay_H _
dszdUJerV TdN,Sf

dU=TdS —pdV+udN, U=TS—pV +uN

dF = —SdT — pdV +.,F =U — TS = —pV + uN
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7.2 Verdiinnte Mischungen
Annahmen Losungsmittel mit ¢ =~
geloste Stoffe mit ¢; < 1 furi=2,...,

(T,p, {N }) Zz Nlul T,p),
V(Ta D, {Nl}) ~ Zz N’if)i(T>p)7 Ui N W:
G(T,p,AN:}) = ¥, Nijil (T, p) + RTN; log c;
fii(T, p,{c:i}) = i (T, p) + RT log c;

& ~0 T
m(T,p,{ci}) = g (T,p) — > i, RT¢c;
Opi| _ _z0 Ofi; _~ ow/T| _ —h
2T —781+R10g8i, op = Vi, T = 77
P T P
7.3 Anwendungen
i 5 2 ideales Gas
a : 4!
@ |1+2+- 4 : : ® 142 Fliissigkeit (schwerfliicl

A B

reines
Losungsmittel

Losungsmittel und
geloste Substanz

dQ=-SdT — pdV — Ndu,Q=F — uN = —p(T, n)V

dH=TdS+Vdp+.,H=U+pV =TS + uN
dG =-SdT+Vdp+.,G=F+pV =u(T,p)N
U, F,G,Q sind konkAv in T, p, i1

U,F,H (G, ) sind kon\/ex (linear) in V, N.
Homogene ZV Sei S € S, Xg, s.d. VA € R 3ZV
Xxs auf AS. Solche ZV homogen vom Grad k, falls
Xys(Ao) = N Xs(o) Vo € 25, VA €R.

. 9Q| _ au| _p as _p 2°F
Cv = 8T|v_8T|v_T8 |v T8T2
— 9Q| _ 9H| _ T as _T 2’¢
Cp = 6Tp*an*TaT| T6T2p

: — _1 oV - 1 9V
Koeffizienten xkr := —v; o | =V 6T|p
2zd
Cp — CV—TVa nR

7 Mehrstoffsysteme

Entropie dS = % dU+ EdV -3, & dN;
Chem. Pot u; = pi(T,p,c1,...,¢r), ¢; = %
Mischungen Ui +Us =U+ AU, Tg1 =TE,2
Gibbsche Phasenregel f = Stoffe 4+ 2 — Phase
7.1 Ideale Mischungen

Ideale Mischungen erfiillen AU = 0 bei rev
adiabatischer Entmischung =— vollst d Ther-
mod. d reinen Komponenten bestimmt.
Potentiale Fir X € {U,S,F,G} gilt X =3, X;
Chem Pot (T, p,{Ni}) = u{ (T, pi)
Daltons Gesetz p =), p;

Id Mischung id Gase Annahme:
Gi(T,pi, Ni) = Gi(T,p, N;) + N;RT log (31),
pi(T,p, {Ni}) = pii (T, p) + RT log ci,
S(T,p,{N:}) =>,5:(T,p,N;) — R, Nilogc;

id Gas

smotischer Druck (a) GGWbed T = Ti,
m(T,p,{ci}) = pi(T,p1). Dann RT Y7 ¢ =

~ c1~1 P

A(T,p) =k (Topn) = i (Top) = (T, 1)

3

%;'T(p—pl) =vi(p—p1)=W.

Henry Ges (b) GGWbed G3(T,p) = p2(T,p).
—0_ -0

BL gy Tz = RTI%Ee ¢ o p.

=TRT—0 =
P
Konzentrationsverh in 2 nicht mischb
Losungsm (c), GGWhbed fd(T,p) + RT logc; =

— —0_ ~*0
a:°(T,p) + RTloge; —> % = exp (”1;;1 ),
also unabhéngig von c;j;.
Phasenggw binidrer Systeme (d) GGWbed:
— * * A * * — B
w0 T) = meT), ie,T) = mp,T) -
RTcy. Taylor (auch @%): pf(T* + AT, p* + Ap) =
ul(T*, p*)+v1 Ap—s1 AT mit AT = T—T*. Allge-
mein: (01 —v1)AT—(31—51)Ap = —RT'C5. Dampf-
ALS0 _ RTep (Raoult).
U1 —v1

Ap=0 RTec,

Gefrierpunktserniedrigung: AT =
Sattigungskonz CGWhbed 115(T, p) = a3(T, p) +
RTlog ¢5(T, p), daher @ — By = —RT 2125 ‘T.
Reinstoff 16sen dG = 73(T,p)(—dN2) +
ﬂg)(T7 p) dN2 = —RT IOg Cg(T7 p) dN

7.4 Chemische Gleichgewichte

Reaktionen Y /_ vFA; =0firk=1,...,s
Umsatz N; = N + 35 vFAF.
GGWsbedingung bei p,T = const. ist G mini-
mal (0=dG =Y7_, i dN;) = >7_ vFu; = 0.
Massenwirkungsgesetz (endotherm AH > 0)
K(T,p) == [1¢}" = exp (=57 2, vind (T, p))

druckerniedrigung: Ap




8 Extremalprinzipien
Extremalprinzip der Entropie Fiir S € S,
o € Ys sowie jede mogliche disjunkte Aufteilung
von S in Subsysteme S’, 5" € § (S =5'VvS") gilt
Ss(a') = MaXy/ 4o/ =g OS5/ (U/) + SS//(O'”).
Entropie ist mazimal im Gleichgewichtszustand.
Extremalprinzip der freien Energie Bei kon-
stanten V, T ist F' im vollstindigen GGW mi-
nimal. F(T,V',N') + F(T,V",N") > F(T,V' +
V" N’ + N"). Beachte T-Limit & F =U — TS.
Extremalprinzip der Gibbs Energie Bei
konstanten p, T ist G im GGW minimal.
G(T,p,Ni,...,N;) + G(T,p,N{,...,,N/) >
G(T,p,N{ + N{,...,N}/ + N;)
Gehemmtes GGW : kein Austausch

Ss(0) = Ss(o’ Vo) = Ssi(0") + Ssi ()
Unvollst. GGW : Stoff- od. Energie-Austausch

s’ (U'—AU) | 88" (U —-AU) _ 1 1
Diath: 0 = o(a0) T o@D =TT T7
Bew adiab: dV =0=dU = (p' — p”)dV”

Beweglich diatherman: vollstindiges GGW

Semipermeable Membran fiir Stoff i: p) = uf
Vollst. GGW : vollstédndiger Austausch

Ss(o) = Ss(o’ + "), siehe S-Extremalprinzip
9 Phasen

Gibbsche Phasenregel f =3 — Phasen
Ehrenfest-Klassifiz: n-te Ableitung von G unstetig

: 9 _ Sa—S _ L
Clausius-Clap (1.0) 57 = $2=9F = Ty
Ehrenfest Gl (2. Ord) d” = VlT AACO‘; = AA:T

P | v Gas
Fliissig

Fest // K
T Gas va
U F(T,V)
10 Statlstlsche Mechanik
Gefsiss A C R3 , Phasenraum I'y = RSV
Zusténde als P-Mass du(z) = w(z) dz

Hamilton-Zeitevolution w:(z) = w(¢p—_¢(x))
Mittelwerte (mit Liouville det D(bt =1)

<f>wt :fI‘N wt( )f( dx_fr f(¢t( ))
(flg = im0 ~ T fo f)Wt dt, wobei w =
Hmy—so0 & fo wedt

Poincare-Wiederkehrsatz Fiir volumenerhal-
tende Fliisse sind fast alle Punkte zg € I'ny Wie-
derkehrpunkte, d.h. ¢¢(z¢) kommt xo immer wie-
der beliebig nahe. Daher konvergiert (f) — fiir
t — oo fiir die meisten Zusténde nicht.

10.1 Entropie
Entropie S(w) :=

wt

—kp [r. w(z)log(w(x)h®Y) dz
Konkativit Fir w = w1+ (1 —ANw2, 0 <A< 1
gilt S(w) > AS(w1) + (1 — A)S(w2) mit Gleichheit
fiir A =0,1 oder w; = wa.

Trennungssatz Sei w ein Zustand auf I'y =
'y, X 'y, mit N = Ni 4+ Na. Dann gilt S(w) <
S(w1) + S(w2) ("="bei w(z1,z2) = wi(z1)w(z2)).
Dabei sind w;,w2 die Randverteilungen von w.
Hamiltonsche Erhaltung S(w:) = S(w) mit
wi () = w(d—+(x)), ¢+ der Hamiltonsche Fluss.
Monotonie Fiir wr := % fOT we dt gilt S(Wnr) >
S@r) fir T >0und n=1,2,....

Gibbsches Variationsp Unter allen Zustédnden
zu festen N, E max GGWzustand die Entropie.
Maximierer der Entropie Sei @ C I'y eine
Teilmenge des Phasenraums mit endlichem Volu-
men 0 < |Q] < oo und w eine P-Verteilung mit
supp(w) C Q. Unter diesen Verteilungen maxi-
miert wunit(z) = |Q|71 die Entropie.

10.2 Mikrokan Gesamtheit (MKG) (E,{X}, N)
Konstant sind E,V, N

im0 (H(@) — B)
fFN 0(H(z) — E)dz,

Zustand wg(z) :=
MK ZS X(E) =
fFN S(H(z) — E)dz
Ergodenhypothese (f); = (f),,, insb exis-
tiert (f). = GGW. Fast alle Bahnen d Energie
E kommen jedem Punkt in 'y (E) immer wieder
(gleichmissig oft) beliebig nahe. Oder: Das einzig
unter ¢; invariante P-Mass auf I'ny ist d MKG.
Oder: Der GGqustﬁnd eines Systems der Ener-
gie F ist d MKG. Uberpriifen: expliziter Fluss
(q(t),p(t)) u zeige, d alle Punkte erreicht werden.
MKG maximiert Entropie fiir feste £/, N.
Entropie S = kg log(X(E,V, N)/r*Y)
Innere Energie U = E invertiere S(E,V,N)
Mona id Gas H(z) = val o (9), £ =
rN apl(E — H(z)dz = 5 f{H(z)gE} dz =
= (VN : (2mE)3N/2V3°N): de = d*Npd*Ng
Energie im Rand dy = ®(F)"'0(FE — H(z)) dz
mit ®(F) = f{’H(z)<E} dx liefert fiir grosse Syste-
me dieselbe Entropie wie wg. Integral ®(FE) erhalt
grossten Beitrag aus Zustédnden mit Energien E.
Gleichverteilungssatz I Es gilt <m1 gf > =

d -1 S(H(z)—E 9H
8ij [ 4 log ®(B)] = er ( 2<(E) Lo Ti pay dz
mit (-) iiber GGW P-Verteilung und Koordlnaten
(xlw . .,$2f) = (‘h>pl7 oo 7qf>pf)‘
Gleichverteilungssatz II Entropie S(E) =

kplog(Z(E)/R*Y) und log Z(E) Nt log ®(F)

—1i
dS(E
folgt <$l o > = 6” [é d(E' ):| = 52]kBT
Anwendung Quadratische pot./ kin. Energie lie-
fert im Durchschnitt %kBT zur Gesamtenergie.

(E) =

10.3 Kanonische Gesamtheit (7, N,{X})
2 Systeme V' > V,N’ > N, diatherm Kon-
takt. Gesamtsystem (= 0) MK bei Energie E,

Ho(z,z") = H(z) + H'(2"). Konst T =T".
Konstant sind V, N, S’ als Wiarmebad bei T
Zustand w(z) = Z(lﬂ)efﬁﬂ(z)

Beweis Im Taylor (E,V’,N’) — oo, H(zx) const. w(z) =
/ _ = —1,qr _6.5" .

b2 (gog)( ) _ sbmyets (O ()= G e

KZS Z(8) = [p e " dz = [ e PPR(E)dE

Separierbar H = 31| Ho(gi, pi), Ho = To(p) +

Volq), dann Zy = Z{'. Fiir T(p) = % ist

f]R3 d3pe—ﬁTo(P) — (27le€BT)3/2.
Freie Energie ' = (H)— k}g%ﬁ = 7% log (}ggfg{)

X = N! (X =1) fiir (un)unterscheidb Teilchen.
Innere Energ U = (H) = f%% = -T2 Bg‘éT
Entrop S(w) = — g—ﬂv = kp(B(H) +log Z(B))
_ /2 2_ _ aUu _ 2
Var[U] = (#*) — (H)" = - 33 oy = kBT COx
10.4 Grosskanonische Gesamtheit

System wie vorher, aber jetzt thermisches und ma-
terielles GGW, V' >V, Ny = N + N'.
Konstant ist N. System S’ fungiert als Wirme-
(bei T') u Teilchenreservoir (bei p) fiir S.
Zustand w(N,z) = SREAA=)I—pN))

E(8,m)
Beweis w(N,z) = 55 fFNO’N

’ — / —
F'(8,No = N) = (/3 No) — uN
GK ZS E(B,p) = XNo Jp, ¢ PO N de =

> Neo ZNZN(ﬁ)7 mit der Fugazitit z = e®*.
Grosskanon Pot Q(8, 1) = -3 logZ(8, )
Q

= dlog=
N, Druck <N>:5%§7:% s p=—y

10.5 Aquivalenz der Gesamtheiten

mikrokanonisches

kanonisches
System System
X(E) Z(B)

Transformation
(0) (3) ‘ log

(2)
Legendre

(1)

. Laplace
Zustandsumme

log

Potential k3'S(E) 3E(3)

Transformation
A Legendre Transformation

fr(p) = SUp; [px — f(2)], —f" (p) = infa[f(z) — zp]
(%ln) = &UE T VN)

V,N
B  Zustandsgleichung

Ideales Gas pV = NKgT, U = %NkBT = %pV
(p+32)(V—=b) = RT, U(T,V,N) = Uo(T,N) - 5;

Photonengas U = aVT* = 3pV, aT* = 3p,a = 37“
Curie-Gesetz M = KH
Zustandsgleichung 2 I H T

=T 81\4‘H H 6]% }T

e—BH'(2") ,—BH(x) g,/ —

C 3. Hauptsatz

Nach Planck: ” Fir jedes System strebt die Entro-

pie fir T — 0 gegen einen von anderen Zustands-

variablen unabhdingigen endlichen Wert.”

D Stirling & Useful Mathe-Shit

n! ~ (7)" logn! = nlogn —n + O(logn)

log 7M ~mnlogn — > n;logn;

Abschédtzungen tlogt >t —1, —logt > 1 —1t
§(z) = L£0(z), Gamma T'(n+1) =nl & n"e™ "

n-Ball: Volumen V,, = %, Oberfl S,,—1 = nV,

2, Vol Vi = V2 [ a

aj

Limites Z = e InP e L e 9P Fiir
n=0

)dz, z.b. a x B K 1.

oo a1l oo
Yomso f(na)a = [ f(a
E Kombinatorik
k Balle auf n unterscheidbare Ficher

n-Ellipse (1 =

Identical? ‘ - ‘ max 1 ‘ min 1
Nein (a,b) nF (7 k!
k— k—
Jafa 0} | (") Q) ]G5
. K _ _ _ N
Geg {nk} mit Zk:l ng =N = Q= nil..ng!
Wihle {nx} mit >n_ np =K = Q = ("TEh
F Differential-Magic
92| — (% )—1:,1 1= 2| Qu| 2z
Byz ox |z %z’ Byzazzaa:y’
or| _ or| ow| _ oe| 4 ox| ow| _ _ 3L
ayz_awzayz_ayw Bwyayz_ %I
. . 92X _ 9%°X
Exaktes Differential X(A4, B) <= 7155 = 3851

Potential im Nenner %—H|
G Adiabatengleichung
const. = TVY™H T7p'™7 pV? mit vy = E—fj
H Kreisprozesse

Joule-Thomson: g—T > 0 Abk, < 0 Erw
Pl

Pt 0, pt

28 op
y+vazy

()Y#Q‘l T; P2
’1“1’ Q; ) n

(- - - - .
Vi ‘1’\;; wv o wmv, Vv Vi W %

po T/0-D pxT s
%1" (v-1) 1

T, T T T T

Carnot cycle Otto cycle Escher-Wyss cycle

Im Uhrzeigersinn, Ty = T1, T1 < T1, To < T4
Achtung: Q. > 0, Qx < 0, da aus Sicht von S
Carnot: Qr = nRT} log %, Qw = nRT, log %

Ty —T:

Otto: Q=" Cv(Ts — T}), Qu = Cv (T} — T1)
T4 —T:

Escher: Qx “= ° Cp(T2 — T3), Qu = Co(T} — Th)
ﬁ Carnot vy 5 Otto 5 ﬂ Escher Ty

Adiabaten w - vien - T & T

Random: F' stabile Phase =— Fhiized < Funmized



