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1 Gruppen
1.1 Definition
Def’n 1.1 (Gruppe) ist eine Menge G mit einer Abbildung - : G x G — G, so dass:

1) V81,82,83 € G (81-82) 83 =81 (82°83)
i) 31€ G:Vge€ G:1-g=g-1= g (Einselement ist eindeutig)

iii) Vg € G3g71 € G:gg ! = g7'g =1 (Inverses Element ist cindeutig)
Def’n 1.2 (Abelsche Gruppen) gh = hg Vg, h € G.
Def’'n 1.3 (Untergruppe) H von Gruppe G D H # @ ist selbst wieder eine Gruppe.
Def’'n 1.4 (Normalteiler) ist Untergruppe H von Gruppe G, falls zusitzlich Vg € G, h €
H: ghg™! € H. Also sind abelsche Untergruppen Normalteiler.
Def’n 1.5 (Gruppenordnung) |G| ist die Anzahl Elemente in G (kann auch oo sein).
Def'n 1.6 (Elementordnung) von g € G ist die kleinste Zahl n (oder o), fiir die g" =1 (=
Ordnung der von g erzeugten Untergruppe).
Remark 1.7 Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Ordnung der Gruppe (Satz von La-

grange) == die Ordnung jedes Elements teilt |G|. Jede Gruppe mit |G| = p, p Primzahl, ist
isomorph zu Z,.

1.2 Operationen auf Gruppen

Def’n 1.8 (Produktgruppe) G x H von Gruppen G, H ist wieder eine Gruppe mit Multi-
plikation (g,h) - (', ') = (8¢',hh'), 16 xn = (1, 1n), (& h) ™ = (g1, h7").

Def’n 1.9 (Gruppenhomomorphismus) von Gruppen G, H ist Abbildung f : G — H s.d.
Vg1,82 1 f(81-82) = f(g1)f(g2). f ist Isomorphismus, falls f eine Bijektion ist — G,H
isomorph.

Remark 1.10 Sei H eine Gruppe. Dann ist Aut(H)
wieder eine Gruppe.

= {f : H — H,f Gruppenisom.}

Theorem 1.11 Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

i) f(l) =1pund f(g)"' = f(g7")
ii) ker f = {g € G|f(g) = 1u} C G ist ein Normalteiler
imf = {f(g)|g € G} C H ist eine Untergruppe

iii) f injektiv < ker f = {1} und f bijektiv < ker f = {1} und imf = H
Def’'n 1.12 (Linksnebenklassen) von H in G (H C G Untergruppe) sind die Mengen
gH = {gh|h € H}, Vg € G. Die Menge aller Linksnebenklassen, G / [ , ist im Allgemeinen
keine Gruppe. (Analog fiir Rechtsnebenklassen)
Remark 1.13 |gH| = |H| und falls fiir 1,82 € G gilt g7'¢p € H = g1H = goH
Lemma 1.14 (Quotienten sind Gruppen) Sei H C G ein Normalteiler. Dann gilt: gH =
Hg Vg € G und G /| bildet eine Gruppe mit Multiplikation gH - §'H = (gg')H, Einsele-
ment 1 H und Inverse (gH) ™ = g~ H. Man nennt die Gruppe Quotientengruppe.
Def'n 1.15 (Semidirektes Produkt) G x, H von Gruppen G,H mit Gruppenhom. p :
G — Aut(H) (G operiert auf H) ist die Menge G x H mit Multiplikation (g,h) - (§',h') =
(88", hpg ().

Das neutrale Element ist (15, 1) und die Inverse ist (g,h) ™!

= (g7 pgihh).
Remark 1.16 Bsp. Semidirektes Produkt: Bewegungsgruppe imR3: G = O(3), H =
und p(A)(b) = Ab fiir A € O(3),b € R3.

1.3 Erzeugende und Relationen

(R, +)

Def’n 1.17 (Freie Gruppe) F(S) ist die von der Menge der Erzeugenden/Generatoren S
erzeugte Menge der Worte in Symbolen s,s~! fiir s € S, modulo der Relation, dass benach-
barte Symbolpaare ss~1,s~ s aus dem Wort entfernt werden diirfen. Die Multiplikation ist die
Aneinanderreihung von Worten.

Def’n 1.18 (Prisentation) Sei R C F(S) eine Teilmenge von Relationen. Sei (R) C F(S)
der kleinste Normalteiler, der R enthdlt. Dann ist die von S erzeugte Gruppe mit Relationen R

der Quotient F (S)/< R)- Man nennt die Daten S, R Prisentation der Gruppe.

1.4 Beispiele

Zyklische Gruppe: C, = Z\ Z, firn=1,2,3, ...

Diedergruppe D,: |Dy| = 21 (n > 3): orthonormale Transformationen des R%, die ein
reguldres n-gon auf sich selbst abbilden. Sei S die Spiegelung, R die Rotation um
27". Dann ist D, = {1,R,...,R*"1,S,RS,...,R""1S}. D, wird erzeugt von R, S
mit Relationen R" = S2 = (SR)? = 1. Es gilt (SR))?> = 1 und (R'S/)~! = SIR"~J
Symmetrische Gruppe: |S,| = n!: Permutationen von {1,...,n}.

Oktaeder Gruppe: Isometrien, die einen Oktaeder (oder Wiirfel) wieder auf sich sel-
ber abbilden. O = ONSO(3) =S4 ; O =2 O x Zy, |O] = 48, 10 Konjugationsklas-
sen. Elemente: 1, 6[r4], 3[r2], 8[r3], 6[r5], [1], 3[7], 6[7'], 6[s4], 8[ss]. TODO

2 Darstellungen und Wirkung einer Gruppe

2.1 Wirkung

Def'n 2.1 (Gruppenwirkung) einer Gruppe G auf Menge S ist ein Gruppenhomomor-
phismus p : G — bij(S) (Menge der Bijektionen auf S), d.h. man hat eine Abbildung
G xS —85,(g,8) = pg(s), sodass pg(py(s)) = 0g.1(s). Notation: g - s := pg(s).
Def'n 2.2 (Bahn) von s € S bzgl. Wirkung von Gruppe G ist Gs = {g - s|g € G}.
Def’'n 2.3 (Stabilisator) von Menge S bzgl. Wirkung von Gruppe G ist Stabg =
G|g-s=s}.

Theorem 2.4 (Bahn-Stabilisator) Sei G eine endliche Gruppe, die auf die endliche Menge S
wirkt, und sei s € S. Dann gilt |G| = |Stabg||G - s|.

{s €

2.2 Darstellungen

Def’n 2.5 (Darstellung) einer Gruppe G auf Vektorraum V # 0 ist ein Gruppenhom. p :
G — GL(V).

Def'n 2.6 (Darstellungshomomorphismus) von Darstellungen p,p' von G auf V, V' ist
f € Hom(V,V'),s.d.Vg € G: fop(g) = p'(g) o f (G-diquivariant). Homg (V, V') ist die
Menge solcher Abbildungen. Ist f invertierbar, so nennt man p, p' isomorph (iquivalent).

2.3 Operationen auf Darstellungen

Def’n 2.7 (Duale Darstellung) Sei p : G — GL(V) eine Darstellung von G. Dann ist die
duale Darstellung p* : G — GL(V*) auf den Dualraum V* gegeben durch (p3(1))(x) =
lpg1(x)) fiir L€ V¥, x € V.

Remark 2.8 Fiir Matrizen gilt pg = pg’T‘

Def’'n 2.9 (Direkte Summe, Tensorprodukt von Darstellungen) Seien p G —
GL(V), ' : G — GL(V') Darstellungen. Dann definieren wir die direkte Summe p & p’
auf V.o V' durch (p ® p')g(v +v') = pg(0) + p4 (v'), sowie das Tensorprodukt p @ p" auf
V@V durch (0®p')g(v®@0') = pg(v) @ pg (v').

2.4 Irreduzible und vollstindig reduzible Darstellungen

Def’n 2.10 (Invarianter Unterraum) ist ein Unterraum W C V bzgl. einer Darstellung
(o, V) von G, falls p(g)(w) € W fiir allew € W.

Def’n 2.11 (Irreduzible Darstellung) (o, V
ten Unterriume V, Q.

) von Gruppe G hat nur die trivialen invarian-

Def’n 2.12 (Vollstindig reduzibel) ist eine Darstellung (p, V) von Gruppe G, falls sie iso-
morph zu direkter Summe von (beliebig vielen) irreduziblen Darstellungen ist.

Lemma 2.13 (Irreps =—> endl.dim. V) Sei G eine endliche Gruppe, p : G — GL(V) eine
irred. Darstellung. Dann ist V endlich dimensional.

Theorem 2.14 (Endl.dim. G,V = vollst.red.) Sei G eine endliche Gruppe und sei V
eine endlich dim. Darstellung von G iiber R, C. Dann ist V vollst. reduzibel.

2.5 Unitdre Darstellungen

Def’n 2.15 (Unitire Darstellung) Eine Darstellung p : G — GL(V) auf V mit Skalarpro-
dukt (-, -) heisst unitdr, falls p(g) unitiir ist fiir alle g € G, also (v, w) = (p(g)v, p(g)w).
Lemma 2.16 (Komplement ist invariant) Sei G — GL(V) eine unitiire Darstellung und
sei W C V ein invarianter Unterraum. Dann ist W auch invariant.

Korollar 2.17 (V unitir = vollst.red.) Unitire Darstellungen auf endlich dim. Vek-
torraumen sind vollstindig reduzibel.

Theorem 2.18 (Existenz unitires Skalarprodukt) Sei p : G — GL(V) eine (endlich
dim.) Darstellung der endlichen Gruppe G. Dann existiert ein Skalarprodukt auf V bzgl. dessen
die Darstellung unitir ist.

2.6 Das Lemma von Schur
Theorem 2.19 (Schur) Seip: G — GL(V), p’ : G — GL(V’) Irreps, f € Homg(V, V).

(i) Dann ist entweder f = 0 oder f ist ein Isomorphismus.

(ii) Ist V =V’ ein endlich dim. komplexen Vektorraum, so gilt f = A1dy fiir ein A € C.

Korollar 2.20 (Reduzibel, abelsch = 1D) Jede irreduzible endlich. dim. komplexe Darstel-
lung V einer abelschen Gruppe ist eindimensional.

Theorem 2.21 (Anzahl Eigenwerte) : Sei (p,
Homg (V, V) und V = é Vj die Zerlegung in Irreps. Dann hat A in Diagonalbasis die Form
j=1

A =diag(A, . A1y ey oy A
A hat max. n Eigenwerte).

V) eine Darstellung von Gruppe G, A €

s An), wobei der i. Eigenwert d; = dim(V;) mal vorkommt (—

2.7 Charaktere von Darstellungen

Def’n 2.22 (Charakter) Sei p :
torraum V. Dann nennt man die Abbildung xy
Charakter der Darstellung p.

Def'n 2.23 (Konjugationsklasse) Cg zu g € G ist definiert als {hgh~'|h € G} (Fiir G
abelsch: Cg = {g}Vg € G.

Remark 2.24 (Eigenschaften Charakter) Der Charakter ist eine Klassenfunktion, d.h. kon-
stant auf Konjugationsklassen. Die Charaktere zweier isomorpher Darstellungen sind gleich.
dimV = xv(1). xvey = Xv + xv und xygyr = Xv - Xvr. Sei die Darstellung unitiir,
dann xv(g7') = xv(g) = xv+ (8)-

G — GL(V) eine Darstellung auf dem endl. dim. Vek-
G = K, g — xv(g) = tr(p(g)) den

3 Darstellungstheorie endlicher Gruppen
Sei im Folgenden G eine endliche Gruppe. Wir betrachten generell K = C.

3.1 Orthogonalitit der Matrixelemente

Definiere fiir Funktionen f, f : G — K das Skalarprodukt (f, f) = % f( ) f (g)
o
GL(V') irreduzible unitiire Darstellungen der Gruppe G. Seien p(g);; bzw. p'(g);; die Matrz-
xelemente bzgl. beliebig gewihiter ONB von V,V'. Dann gilt fiir allez j k.1, das: (Pr/'sz>

161 Egec p(8)ije’ (8)ui = O fiir p, p" indiquivalent, und {pij, pxi) = & Lgec P(8)iio (8 =
1

dim v Oudjt-

Korollar 3.2 (1. Orthogonalititsrelation fiir Charaktere) Seien p : G — GL(V), o’

€G
Theorem 3.1 (Orthogonalitit der Matrixelemente) Seien p : G — GL(V)
)ij
s

PRI
G — GL(V"), irred. Darstellungen von G. Dann gilt (xv, xy:) = {(1) 5’3 ‘quum.
Remark 3.3 Fiir V= @, V) ® C" gilt {xv,, xv) = nj.

3.2 Algebren, Gruppenalgebra

Def’n 3.4 (Algebra) Sei K ein Korper. Eine IK-Algebra ist ein K-Vektorraum mit einer bili-
nearen Abbildung p: A x A — A, (a,b) — ab und einem Element 1 € A, so dass fiir alle
a,b,c € Agiltu(p(a,b),c) =wu(a,pb,c)) und u(l,a) = u(a,1) = a firallea € A.



Die Gruppenalgebra K[G] = span{G} = {¥,cc AgglAg € K} mit Multiplikation

(dec /\g8> (Zhec Hnh) = Lgnec Aghn(gh) = Leec (Zhec Agi- 11411) g

Remark 3.5 (Direkte Summe von Algebren) Sind A, B Algebren, so ist A & B wieder ei-
ne Algebra mit (a+b)(a' + V') = aa’ + bb'.

3.3 Existenz und Klassifikation irreduzibler Darstellungen

Regulire Darstellung C[G] als Darst. von G durch Linksmultipl o(g)-x =gx. In
dieser Darstellung ist x(g) = 0 fiir g € G\ {1} und x(1) = |G|. Bei Matrixgruppen:
Linksmultiplikation auf irgendeinen Vektorraum (Identititsabbildung, A — A).
Theorem 3.6 (Dim Irreps reguldrer Darstellungen) Zerlegen wir die regulire Darstel-
lung C[G] in invariante Unterdarstellungen C[G] = @, V) @ C", so gilt ny = dim V.
Korollar 3.7 (Gruppenordnung = dim Irreps?) Seien Vi, ...,
stellungen von G. Dann gilt |G| = Y (dim V])2

Korollar 3.8 (Peter-Weyl Theorem fiir endliche Gruppen) Die Matrixelemente der
Darstellungsmatrizen der irreduziblen Darstellungen (bzgl. einer ONB) bilden eine
Orthogonalbasis von L*(G).

Korollar 3.9 (Maschke’s Theorem) Seien Vi,...,Vy, die irreduziblen Darstellungen von
G. Dann ist folgende Abbildung ein Isomorphismus von Algebren:

Vi die irreduziblen Dar-

pilg) O - 0
C[G] — @Homn:( Vi), g 0 r(9) (Maschke)
: .0
0 0 pu(g)

3.4 2. Orthogonalititsrelation der Charaktere und Charaktertafel
Adjungierte Darstellung Wir betrachten C[G| mit der ad]unglerten Darstellung

09 (g)(h) = @ Vy @ C

Vielfachheit 11; der trivialen Darstellung wollen wir auf zwei Arten berechnen:

ghg™!. Wir wissen von vorher C[G] =

Sch
i) Mit Maschke’s Theorem: (Homg (V}, V;)) = Homg(V}, V;) =" C. Dann ist n =

dim(C[G]C) = # irreps von G.
ii) Mit Charaktertheorie: Der Charakter der adjungierten Darstellung x ist gegeben
durch:

x(g) = Zhec,ghgﬂ:h 1 = |Stabg| bzgl. p,qj

Dann folgt mit #1¢on; die Anzahl der Konjugationsklassen G

n = (x1,x) = I%I Y e x(8) =10 Z"““““’ |Cj[Stabg, | = ficon;
Lemma 3.10 (# Konj = # Irreps) Die Anzahl der Konjugationsklassen einer endlichen
Gruppe G ist gleich der Anzahl der komplexen irreduziblen Darstellungen.
Korollar 3.11 Die Charaktere der irreps bilden eine ONB des Raumes der Klassenfunktionen.
Charaktertafel Wir schreiben die Charaktere in der Charaktertafel auf als Darstellun-
gen Vi, ..., V, gegen Konjugationsklassen C; ...C, (links). Beispiel: G = D3 = S3 =
{1,0,0?, 7,70, 720’} hat Konjugationsklassen [1], [¢], [t] (rechts).

G | G=01] - Cu G | [ o I1]

V1 =C X1 (Cl) X1 (Cn) V] =C 1 1 1

1% 1 1 -1

: : : Vs 2 -1 0
Vi Xn(c]) Xn (Cn)

Remark 3.12 Vj ist immer die triviale Darstellung, x1(C;) = 1Vi und x;(C1) = dim(V;).
Korollar 3.13 (Spaltenorthogonalitit) Die Spalten der Charaktertafel sind auch orthogonal

Yro1 X (Ca)xi(Cp) = Jaﬁ“c%l‘ (Reihen sind orthogonal nach der 1. Orthogonalitiitsrelation).

Lemma 3.14 ) Charakter von p : G — GL(V). Dann gilt p irreduzibel < (x,x) =1

Lemma 3.15 (Tensorprodukt von Irreps) Gegeben zwei irreduzible Darstellungen p1,p2,
dann ist das Tensorprodukt p1 ® py auch eine irreduzible Darstellung.

Tricks Charaktertafeln & Konjugationsklassen

i) Tensorprod einer Irrep mit einer eindim ist wieder irreduzibel. Ang man hat
bereits eine Irrep T; und eine eindim Irrep A;, dannist T, = Ay ® T irreduzibel,
dimT, = dim Ty und x1, = x4, - x1;. Uberpriife, ob die gefundene Darstellung
indquivalent zu den bereits gefundenen ist.

ii) Kennt man eine nicht-irred Darstellung p und deren Zerlegung p = p;1 + o2, dann
ist x = x1 + x2-

iii) Benutze die reguldre Darstellung Xreg mit Xreg(g)
G\ {1}, wobei d; = dim von Irrep i.

= Lidixi(g) = 0 fir g €
iv) Die Ordnung der Konjugationsklassen teilt die Gruppenordnung.

3.5 Kanonische Zerlegung von Darstellungen

Geg die Zerlegung von V in isotypische Komponenten, V = @, V), @ C"* = &, W,.

Theorem 3.16 (Projektion) auf die isotypische Komponenten P; : V — V; von (p, V) :

dim W;
Pi(v) = G dec %i(8)e(g)(v)

Remark 3.17 (Kanonische Zerlegung) ist die Zerlegung V = @)W, in isotypische Komp.

(selbstadungiert)

Remark 3.18 Elemente verschiedener Ordnung sind in verschiedenen Konjugationsklassen.
Gilt x(g) # x(h) fiir irgendein x, so liegen g, h in unterschiedlichen Konjugationsklassen.

3.6 Charaktertafeln von Punktgruppen

Theorem 3.19 (Konjugationskl, Irreps von kart. Produkt) Seien G(G') endliche Grup-
pen mit Konjugationsklassen, Irreps. und Charakteren Cy,...,Cum, 01, Pm X1, -+ Xm
(CL s Clp1s e s Py XYoo - o0 Xn)- Dann gilt:

i) Die Konjugationsklassen von G x G’ sind C; x C]f,i =1,....mj=1,...,n

i) Die Irreps von G x G' sind p;; := p; ®p] mit den Charakteren x;;(g,8") = xi(8)x;(&')-

Remark 3.20 (Kompakte Gruppen) Die Resultate dieses Kapitels gelten (evt. mit kleinen
Anderungen) auch fiir kompakte Gruppen (zB. SO(n), SU(n)), dann Yocq — [ ---dg

4 Darstellungstheorie von S,

4.1 Definitionen

Zykeldarstellung Beispiel: 0(12345) = (41523) — o = (142)(35).

Anzahl k-Zykeln i vono € S,. Es giltn = Y, if'k

Def'n 4.1 (Signum) sgn(c) = (—1)" mit n = # Paarvertauschungen der Permutation o.
sgn(o) = —1 genau dann, wenn Zykeldarstellung ungerade Anzahl von Zykeln mit gerader
Linge enthiilt.

4.2 Konjugationsklassen

Remark 4.2 (Bestimmung von Konjugationsklassen) Fiir o =
(i1, evopir) (i1, o) oo (conyin ), v € Sy gilt: vov™ = (v(i1), o0y V(ir))ere (cory V(i)
Konjugationsklassen werden bezeichnet mit C; mit i = (i1,17,...).

Lemma 4.3 0,0’ € S, sind genau dann in der gleichen Konjugationsklasse, wenn i = if "Vk.

Die Konjugationsklassen von S, sind in 1-1 Korrespondenz zu den Partitionen (Zah-
lenzerlegungen von n). Die Partitionen werden dargestellt durch Young-Diagramme:

123456\
71819 10[11
12]13

A= ‘ A= (Young-Diagramm)

Lemma 4.4 (Anzahl Partitionen durch Taylorreihe) Sei p(n) die Anzahl Partitionen von
n. Dann ist p(n) gegeben durch Y 5 p(n)t" = kl;[lﬁ.

n!
ITi k'kig!”

Lemma 4.5 (Anzahl Elemente in C;) (Konjugationsklassen) von S, ist |C;| =

Remark 4.6 Das Signum ist konstant auf einer Konjugationsklasse.

4.3 Irreduzible Darstellungen

Def’n 4.7 (Young Schema) Ein Young Schema ist ein Young Diagramm, das mit den Zah-
len1,...,n gefiillt ist, wobei jede Zahl einmal vorkommt.

Def'n 4.8 (Invariante Permutationen Gj) Sei A ein Young Schema, dann definieren wir
Gy = {0 € S0 lisst die Menge der Zahlen in jeder Zeile invariant } C Sy,

Def'n 4.9 (Young-Transponierte AT) Sei A ein Young Diagramm oder Schema. Dann ist
AT das Diagramm/Schema, das man durch Spiegeln an der Diagonale erhiilt.

Def’'n 4.10 (Symmetrisierer, Antisymmetrisierer)

= ZJEG;\ o €C[S,], ay=ay = erecﬂ sgn(o)o € C[S,]

Def’'n 4.11 (Specht Modul) V) = C[S,]-s)-ay C C[S,]

Def’n 4.12 (Darstellung zu Young Diagramm) ist Darstellung (p,, Vy) von Sy, fiir ein
Young Diagramm A durch Linksmultiplikation p) (0)(v) = o - v, und es ist py = pa
Remark 4.13 Es gilt: Vyr = V) @ sgn.

Theorem 4.14 (Isomorphie zwischen Irreps) Die p, sind irreduzibel. Fiir A # p gilt
0 # oy Fiir zwei Ay, Ay Young Schemata mit dem gleichen Young-Diagramm gilt P, =04,

S)\:S;\

Remark 4.15 Zu jeder Konjugationsklasse A von S, existiert eine irrep (py,Vy) und dies
sind wegen Neonj = Nipyep alle irreps.

Remark 4.16 Allgemein ist Vyr ~ V) @ sgn das Produkt mit der alternierenden Darstellung.
4.4 Charaktertafel

Theorem 4.17 (Frobenius’sche Charakterformel) Sei A ein Young-Diagramm, |A| = n
und sei C; eine Konjugationsklasse von Sy,. Dann gilt mit Multiindexnotation

X (Ch) = (Am}fllpzk(x))

wobei (p)u der Koeffizient von x" im Polynom p ist; p = (n—1,n—2,...,0); A(x) =

IT (x; — x;) die Vandermonde Determinante; P (x) = xK 8+ 4 2k Potenzsumme.
1<i<j<n

(Frobenius)

_ icja—2)(i—y;)
ij=1,..,n [T (1—=xiy;)

Remark 4.19 (Charakter von S,-Irreps) sind entweder 0, 1 oder -1.

Lemma 4.18 det (1 xx/)

Def’n 4.20 (Hakenldnge) Die Hakenlinge h(i,j) eines Kiistchen a in der i-ten Zeile und j-
ten Spalte ist die Anzahl Kistchen unter a und die Anzahl rechts vom Kiistchen, wobei a selbst
auch gezihlt wird.

Korollar 4.21 (Hakenlingenformel) Dimension von V) (A Young Diagramm, |A| = n) ist

n!

dimV) = W) (Hakenlangenformel)

(i,j) Kistchen in A

4.5 Beispiele: Irreps von S,

Triviale Darstellung V), = spanc{s,},p)» = id. Konstruktion von p;, von S, auf
C:V={veC"vy=0vy=..=0} CC" mitpg(e;) = e, ;-

Alternierende Darstellung auf C : V) = spanc{a,}, 0. (c) = sgn(o),A = AL
’Summe-Null Darstellung’ von S, auf C"1: V = {v € C"| /' v; =0} = C" !
wirkt auf die Basiselemente durch o, (e;) = e,(;)- Ist irreduzibel.
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5 Lie-Gruppen und ihre Lie-Algebren

Def'n 5.1 (Lie-Gruppe) ist eine Gruppe G, die die Struktur einer C®-Mannigfaltigkeit
trigt, so dass die Multiplikation und die Inverse C*-Abbildungen sind.

Def'n 5.2 (Lie-Algebra) ist ein (K = R, C)-Vektorraum g zusammen mit einer bilinearen
Abbildung, der Lie-Klammer [-,-] : g X g — g, so dass gilt

i) Vx,yeg:[xyl =—lyx]

ii) Yx,y,z2: [x, [y, 2]+ [y, [z x]] + [z [x,y]] =0 (Jacobi-Identitiit).
Def’n 5.3 (Lie-Algebra-Homomorphismus) Von Lie-Algebren g, g’ Lie-Algebren ist f €
Hom(g, ¢'), sd. f([x,y]) = [f(x),f(y)] Vx,y € g. f invertierbar —> Isomorphismus.
Def'n 5.4 (Abelsch) ist eine Lie-Algebra g, falls [x,y] = 0Vx,y € g.

Def’n 5.5 (Direkte Summe von LA) Seien g, b Lie-Algebren. Dann ist die direkte Summe
g ® b wieder eine Lie-Algebra mit Klammer

xx €gyy €b:lxtyx +y]=[x2g+ by
Def’n 5.6 (Lie-Unteralgebra) ist ein Untervektorraum b C g, falls [b, b] C b.
Def'n 5.7 (Ideal) ist Untervektorraum by C g, falls sogar [g, 6] C h. Ist h C g ein Ideal, so
ist §/ wieder eine Lie-Algebra mit Klammer [x + b,y + ] = [x,y] + b.

5.1 Darstellung von Lie-Algebren, Schur’s Lemma
Def’n 5.8 (Darstellung) der Lie-Algebra g auf dem Vektorraum V ist ein Lie-Algebra-
Homomorphismus p : g — gl(V) = End(V).
Def'n 5.9 (LA Darstellungshomomorphismus) f € Hom(V,V’) wvon Darstellungen
p, 0" von Lie-Algebra g erfiillt f o p(x) = p’(x) o f, Vx € g. Notation: f € Homg (V,V’).
Def'n 5.10 (Direkte Summe, Tensorprodukt) von Lie-Algebra Darstellungen p, p’ von g:

e Die direkte Summe von Darstellungen p ® o' auf Ve V':Vx € go+9 e VoV :

(p@p)(x)[o+0] = p(x)o+p'(x)0.
o Daus Tensorprodukt p @ o’ auf VR V':Vx € g,o @0 e VR V' : (p@p")(x)[v@ '] =
(p(x)o) ®v" + 0@ (p'(x)0')

e Fiir f € Hom(V, V') ist eine Darstellung pgom (X)[f] = p’(x) o f — f o p(x)
Def’'n 5.11 (Invariante Unterriume, Irreduzibilitit, vollstindig reduzibel) Analog
zu den Definitionen bei Gruppen, ersetze G durch g, GL(V) durch gl(V).
Lemma 5.12 (Schur) Analog zum Lemma von Schur bei Gruppen, ersetze G durch g, GL(V)
durch gl(V') und Homg (V, V') durch Homg (V, V')
Def’n 5.13 (Unitire Darstellung) Sei g e reelle Lie-Algebra und p : g — gl(V) e Darstel-
lung auf dem Skalarproduktraum (V,(-,-)). Man nennt d Darstellung unitiir (orthogonal),
fallsVx € g: (p(x)v,v') + (v,p(x)v') =0, Yv,v' € V, dh. p(x) ist anti-selbstadjungiert.
Theorem 5.14 (Invarianzerhaltung) Sei W C V ein g-invarianter Unterraum und die
Darstellung von g auf V unitér, dann ist W C V auch ein g-invarianter Unterraum.
Theorem 5.15 (Unitir = vollst reduzibel) Endl. dim. unitire Darstellungen von Lie-
Algebren sind vollstindig reduzibel.

5.2 Lie-Gruppen - Lie-Algebra Korrespondenz

Theorem 5.16 (Berechnung von Lie-Algebren) Sei G eine Lie-Gruppe. Dann ist der Tan-
gentialraum an der Identitit g = T1G eine Lie-Algebra mit Lie-Klammer definiert als: Seien
Y1 (=1,1) — G glatte Kurven mit y(0) =1, u(0) = 1,§(0) = x, j1(0) = y. Dann ist

d d -1
= — - t .
vl = 5| 37l @)

Remark 5.17 Sei die k—dim. Lie-Gruppe gegeben durch M = {x € U|F(x) = 0} fiir
F:U — R" % quf U C R" offen, so dass 0 ein regulirer Wert von F ist (Satz vom reguliiren
Wert). Dann ist die zugehirige k—dim. Lie-Algebra Ty M = ker(D; F).
Theorem 5.18 (LG-Hom = LA-Hom) Sei ® : G — H ein Homomorphismus von Lie-
Gruppen. Dann ist ¢ = D1® : T1G — Ty H ein Homomorphismus von Lie-Algebren.
Remark 5.19 ¢(X) = %}tZOQ('y(t)) fiir Weg y(t) € G mit v(0) =1 und ¥(0) = X.
Theorem 5.20 Sei G eine zusammenhiingende Lie-Gruppe. Dann erzeugt jede offene Um-
gebung U von 1 € G die Gruppe G. Genauer: Jedes § € G kann geschrieben werden als
§=818---gnmitn € Nund gy,...,8, € U.
Korollar 5.21 Seien G,H Lie-Gruppen, G zusammenhingend. Dann ist die Abbildung
HomLie—Gruppen(Gr H) — HomLir-Algebren(g ,h) + F — f = DiF injektiv. Der Lie-
Gruppenhom. ist eindeutig bestimmt durch den zugehorigen Lie-Algebra-Homomorphismus.
Theorem 5.22 G zusitz. einfach zshg, so ist die Abbildung aus dem Korollar vorher bijektiv.
Remark 5.23 Fiir einfach zsmhgd. Gruppe G sind alle Darstellungen somit eindeutig be-
stimmt durch die Darstellungen von g. Im Fall einer Darstellung p einer Matrixgruppe G ist

die entsprechende Darstellung p,. der Lie-Algebra g :  p«(X) = & H)p(exp(t‘X)).

Remark 5.24 (Zusammenhing.) Sei V C G offen, abgeschlossen. Dann V = @ od. V = G.
Remark 5.25 Fiir Darst'n (p, V), (0«, V) einer zusammenhiingenden Lie-Gruppe und ihrer
Lie-Algebra und f € Hom(V) gilt: fop=po f < fop,=psof.

Def’n 5.26 (Adjungierte Darstellung) von G auf g ist Ad : G — GL(g),Ad(g)X =
¢Xg ! und die entsprechende Lie-Algebra Darstellung ist ad : g — gl(g),ad(X)Y = [X,Y].
5.3 Exponentialabbildung von Matrizen

Def’n 5.27 Definiere auf K"*" die Operatornorm | X|| =  sup

veK", ||of|,=1
Lemma 5.28 Seien X,Y € KK"*". Die Reihe exp(X) = X = Y2, Df—:( konvergiert absolut.
i) Falls XY = YX, gilt eXe¥ = XY, ) det(eX) = "(X)
ii) eX ist invertierbar, eX € GL(n, K).
iii) (eX)"1=¢X

i) VA € GL(n,K): AeXA~1 = gAXA™!

X0l

vi) (eX)F = X'

vii) X — eX ist analytisch, %etx = XetX,
Lemma 5.29 (Invertierbarkeit, log) exp : K"*" — GL(n,K) ist in einer Umgebung der

k
Einheitsmatrix invertierbar. Eine explizite Inverse is log X = Y5, (—1)F+1 @.

Remark 5.30 exp : gl(n) — GL(n) ist surjektiv.

5.4 Allgemeine Exponentialabbildung

Sei G eine Lie-Gruppe, g die Lie-Algebra und fiir ¢ € G Lg : h — Lgh = gh die
Linksmultiplikation. Definiere Vektorfeld vy : ¢ € G — vx(g) = D1Lgx € T,G und
16se die DGL ¢4 (f) = vx(¢x()), ¢x(0) = Id € G. v, ist glatt, also existiert die Losung
zumindest fiir kleine ¢ und ist eindeutig. Ferner gilt ¢, (s + t) = @x(s)@x(f).

Def’n 5.31 (Exponentialabb) exp : g — G ist def als x — exp(x) 1= @x(t = 1).

Remark 5.32 exp ist glatt und Doexrp = 1g. Also ist exp nach dem inversen Funktions-
theorem lokal invertierbar. Insbesondere enthiilt exp(g ) eine offene Umgebung von 1 € G.

Remark 5.33 exp ist i. A. weder injektiv noch surjektiv. G kompakt und zusammenhingend
= exp surjektiv. Fiir Lie-Gruppen Homomorphismen F : G — H: Sei f = DyF der
zugehdorige Lie-Algebra Homomorphismus, dann Vx € g : F(exp(x)) = exp(f(x)).

5.5 Beispiele

SL(n) = {A e K"™""|detA =1}, sl(n) = {A e R""|trA =0}
sl(n,K) = {A € K""|trA = 0}
o(n) = {A e R™"AT + A =0}
so(n) = {A e R™"AT + A =0} = o(n)
s0(n,C) = {A e CP"AT + A =0}
so(p,q) = {x € R""|xT I, + I, qx = 0}
s0*(2n) = {x € su(n,n)|xT [, + Jax = 0}
u(n) = {A € C”"|AT + A =0}
su(n) = {A € C™" At + A =0, tr(A) = 0}
su(p,q) = {x € CV"|x g + I gx = tr(x) =
sp(2n,C) = {A € C? 2" ATO 4+ QA = 0}
sp(p,q) = {x € H™"|x L) + I qx = 0}

O(n) = {R e R™"|RTR =1},
SO(n) = {R € O(n)| detR = 1},

U(n) = {AcC™|AtA =1},
SU(n) = {A e U(n)|detA =1},

Sp(2n,K) = {A € K22 ATwA = w}

Alle Gruppen sind kompakt und zusammenhdngend mit Ausnahmen:
SL(n,R),SL(n,C), Sp(2n,K) sind nicht kompakt. SL(n,C) fir n > 1, O(n)
sind nicht zusammenhéngend.

6 Darstellungstheorie von s[(2,C), SU(2) und SO(3)

6.1 Darstellungen von s((2,C)
Wir betrachten 5[(2,C) = {x € C**?|tr(x) = 0} mit der Lie-Klammer dem Kommuta-
tor. Eine Basis mit Kommutatorrelationen ist gegeben durch

=5 =68 =G0

le f]=h

(s1(2,C) Basis)

(h,e] =2e, [k, f] = —2f,

(Kommutatoren)
Remark 6.1 Es gilt s1(2,C) 2 su(2) @ C 2 s50(3) ® C.
Theorem 6.2 (Irreduzible Darstellungen von s[(2,C)) Sei n € Ny. Wir konstruieren
eine n + 1-dimensionale irreduzible Darstellung von s1(2,C) auf V,,. Sei e, . .., e, eine Basis
von V,, und definiere

p(flej=ejr1, p(h)ej = (n—2j)ej, ple)ej =j(n—j+1)ej
mit eyq = 0,e_1 := 0. Dann sind die V,, irreduzibel und bzgl. des SP (e,-,e]-> = Jjj (nfi)!
gilt: o(W)t = p(h), p(e)t = p(f) (unitir als su(2) Darstellung).
Remark 6.3 Physikalisch ist V;, der Hilbertraum des Teilchen-Spinanteils mit Spin N = 4.
Theorem 6.4 (Irreps sind eindeutig) Sei n > 0 und p : s((2,C) — gl(V) eine n+ 1-
dimensionale irreduzible Darstellung. Dann gilt V = V,,.
Def’n 6.5 (Casimir-Operator) Sei p : s((2,C) — gl(V) irgendeine Darstellung von
s1(2,C). Dann definieren wir den Casimir-Operator Z = Lp(h)? + p(h) +2p(f)p(e) €
Hom(V, V'). In der Physik entspricht Z dem totalen Drehimpuls im Quadrat: P’Z—ZZ =||L)>
Lemma 6.6 Z € Homg ;) (V,V)
Remark 6.7 (Z konstant auf Irreps) Mit Schur folgt, dass fiir V irreduzibel Z = Aly.
Remark 6.8 Auf V,, gilt Z = (3n? +n)ly, = 2N(N + 1)1y, N = 4.
Theorem 6.9 (Endl dim = vollstindig reduzibel) Jede endlich dimensionale Darstel-
lung von s1(2,C) ist vollstiindig reduzibel.
Korollar 6.10 Sei p eine Darstellung von s((2,C) auf V, dimV < co.

o o(h) ist diagonalisierbar, die Eigenwerte liegen in Z und die Vielfachheit der Eigenwerte
+k, k € Z sind gleich.

o Es gibt ein Skalarprodukt auf V, sodass p(h)* = p(h), p(e)* = p(f) und die entspre-
chende Darstellung von su(2) C s((2,C) unitiir ist.

6.2 Darstellungen von su(2) und so(3)
(l.) 6) , Up = i(72 =

-1

0o 0 O 0 0
Li=(0 0 —-1), Lo=|0 0
0o 1 0 -1 0

[ui, uj] = 2euy,

uy =iog = Bz) (su(2) Basis)

0

1 0 -1 0

0], Lzy=[1 0 0] (s0(3)Basis)
0 0 0 0

L

(Kommutatoren)

1

Z = —5(p(u)* +p(u2)* + p(u3)?) = =2(p(L1)* + p(L2)* +p(L3)*)  (Casimir)

1 1
h > iug <> —2il3 eHi(uz—iul)HiLl—Lz fe—i(u2+iul)<—>iL1+L2



Remark 6.11 (Irreduzible Darstellungen) Die Irreps von su(2) und so(3) sind gerade
die Einschriinkung der komplexen Irreps V,, von s1(2,C) auf su(2) = so(3), d. h. es gibt fiir
jedes n € IN genau eine Irrep. Es gilt hier also p(iuz)e; = p(—2iLs)ej = (n — 2j)e;

Remark 6.12 (Darstellung von su(2) und so(3) in irreps zerlegen:) Sei eine Lie-
Algebra Darst. (7, U) gegeben, dann wissen wir, dass W in die irreps von s((2,C) zerfillt.
Zu jeder irrep gibt es einen Hochstgewichtsvektor e, je irrep, diese erfiillen o(e)e, = 0,
o(h)ej = ney (entsprechende Operatoren von su(2) und so(3) fiir e und h benutzen). Diese
Gleichungen bestimmen die e,, und ihre Gewichte und damit die irreps.

Remark 6.13 (Notation Physik) Hier bezeichnet man die irreps Vo; = D; fiir 2j € N. In
50(3) benutzt man M; = iLj,s. d. o(M1)? +p(My)? +p(M3)? = j(j+ 1)1 und p(Ms)e, =
(j—k)ex = mex mit m € {j,j—1,..,—j+1,—j}. Die Basisvektoren werden durch die
Eigenwerte m, j gekennzeichnet. Die Auf- und Absteigeoperatoren My = My +iM, M_ =
M — iM; entsprechen dann gerade e und f.

6.3 Der Homomorphismus SU(2) — SO(3)
Wir betrachten Vektorraum Hy = {X € C**?|X' = X, trX = 0} mit Pauli Matrizen
o1, 09,03 als Basis, sodass X = x0q1 + yoy + zo3 = ¥ - 0, und Skalarprodukt definiert als

1 1 3
(X,Y) = Etr(XY) =3 szl vpwytr(oyoy) = Zp wpvp = (v, W)gs

Theorem 6.14 (i) Die Abbildung p : SU(2) — GL(Hp)(= GL(IR®)), sodass p(A)X =
AXAY ist eine Darstellung von SU(2) auf Hy.

(ii) Die Darstellung ist orthogonal (p(A)X,p(A)Y) = (X,Y), X,Y € Hyp, VA € SU(2).
(iii) detp(A) =1 fiir alle A € SU(2).
Remark 6.15 Wegen (i), (iii) ist p ein Gruppenhomomorphismus p : SU(2) — SO(3) C
GL(3,R) = GL(Hp).
Lemma 6.16 Die zugehirigen Abbildungen Dyip : su(2) — so(3) von Lie-Algebren sind
gegeben durch u; — —2Ly fiir k = 1,2,3. Dies sind Isomorphismen.
Theorem 6.17 Der Gruppenhomomorphismus p : SU(2) — SO(3) ist surjektiv mit ker p =
{£1}. Also ist SO(3) = SU(2)/{£1}.
Remark 6.18 Die Abbildung ist 2:1, also jedes Element in SO(3) hat genau zwei Urbilder
in SU(2). Also ist topologisch SO(3) = §%/{41} = RIP3. Hier ist RIP® der real projective
space, der topologische Raum von Linien, die durch den Ursprung gehen in R*.

Remark 6.19 SU(2) 2 S? ist einfach zusammenhingend. SO(3) 2 83 /+1 ist nicht einfach
zusammenhingend.

6.4 Darstellungen von SU(2)

Lemma 6.20 Jedes A € SU(2) ist von der Form A = (:XB §>’ a,BeC |a?>+ B2 =1
Remark 6.21 SU(2) ist damit mit der 3-Sphire S = {w, B € C||a|*> +|B|*> =1} C C? =
R* identifiziert. Die Lie-Algebra ist su(2) = R3.
Lemma 6.22 exp : su(2) — SU(2) ist surjektiv.

Theorem 6.23 (i) Alle komplexen endl dim Darstellungen von SU(2) sind vollst reduzibel.
(ii) Die irred. Darstellungen V;, von su(2) der Dimension n + 1 setzen sich auf eine Dar-
stellung V,, von SU(2) fort Vn =0,1,2,....
(iii) Sei V eine irred. Darstellung von SU(2) der Dimension n + 1. Dann gilt V 22 V.

Remark 6.24 Im Beweis wird die Abbildung definiert (mit U, dem Raum der homogenen
Polynome von Grad n in zwei Variablen)

pn : SU(2) = GL(Un), (pu(A)p)(2) = p(A™'2)
mit der zugehorigen Lie-Algebra Darstellung gefunden durch Ableitung, v, = Dpy:
(vn(R)p)(2) = (=219, +2292,)p(2)
(va(e)p)(2) = =220z, p(2)

(vn(f)p)(2) = =219, p(2)
Lemma 6.25 Diese Darstellung (v, U, ) von s1(2,C) ist isomorph zu V.

Remark 6.26 Die SU(2)-Darstellung U, ist unitir bzgl. des Skalarproduktes
<pr ‘7) = ?(621 ’ aZz )q(zll 23) |z=0-
6.5 Darstellungen von SO(3)

Theorem 6.27 i) Alle komplexen, endl-dim SO(3)-Darstellungen sind vollst reduzibel.
ii) Von den Irreps von s0(3) = su(2) sind genau die mit n = 2{ gerade eine SO(3)-irrep.
iii) Sei V eine Irrep von SO(3). Dann gilt dimV = n + 1 ungerade, V =2 V.

Lemma 6.28 Die s0(3) Darstellung V,, fiir n ungerade lisst sich nicht auf SO(3) fortsetzen.

Die Beziehung s0(3) <> SO(3): Sei A = x1L1 +x2L, +x3L3 = x- L € s0(3), dann ist

e € SO(3). Fir alle y € R3 gilt (x- L)y = x Ay und (x - L)%y = —||x|? (Ilf xx > y

7
llxl

und (x- L)%y = — |2 (x- Ly.
Das s0(3) Element fiir die Drehung exp(x - L)y = #(x -y) +cos @ (Il xx ) v+

B LTS
sin (pﬁ = R(f, ¢) € SO(3), mit Winkel ¢ = ||x||, Achse i = ﬁ, ist A= (7-L)g.
Remark 6.29 Es gilt also: p(R(7,0)) = exp(0(n1p+(L1) + n2p«(La) + n3p«(L3)))

Remark 6.30 (Surjektivitit, Injektivitit) exp ist surjektiv, da jedes Element R € SO(3)
eine Drehung ist, aber aufgrund der 27t-Periodizitit nicht injektiv.

Remark 6.31 Jedes Element von O(3) ist entweder von der Form R(n, ¢) oder —R(n, ¢).

6.6 Tensorprodukte von Darstellungen
Theorem 6.32 (Clebsh-Gordan-Zerlegung von SU(2) Darst.) Fiir n,m > 0 gilt:
Vn & Vm = VVH»m 52} Vn+m—2 DD V\n—m\
Die irreduzible Unterdarstellung V,, oy ist aufgespannt durch
0 . ¢ (n—j)(m—1475)!
W, 0(F)wg, -, p(f)" " w0, mit wp = ijo(*)]%

Betrachte nun eine Darst. p auf dem Tensorprodukt V ® V mit Basis {v; ® v;}
({vi}i=1,..,n Basis von V) und Operator T(v; ® v}) = v; ® v;.

ej X ep—j.

Def'n 6.33 (Symmetrisches Quadrat) S’V = {v € V@ V|T(v) = v}, dim(S'V,) =
n+r—1binomial r, x2(g) = 3 (x(8)* +x(8%))

Def'n 6.34 (Alternierendes Quadrat) A%V = {v € V® V|T(v) = —v}, dim(A%V) =
di dij -

AR, ey (8) = 3 (x(9)* + x(8)

Remark 6.35 Es gilt V@V = SV & A2V (i. A. keine Irreps)

7 Struktur von Lie-Algebren

7.1 Killing-Form, Auflésbarkeit

Def’'n 7.1 (Killing-Form) Sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra (dim g < oo), dann
nennt man die symmetrische Bilinearform

K:gxg—=K,(xy)— trg(adyady)
die Killing-Form von g.

(Killing-Form)

Remark 7.2 Die Killing-Form ist g-invariant, das heisst K([x,z],y) = K(x, [z,y]).
Remark 7.3 (Degeneriert) ist die Killing-Form, falls 3x € g : Vy € g : K(x,y) =0
Remark 7.4 (Killing-Form gl(n)) ist K(x,y) = 2ntr(xy) — 2tr(x)tr(y) (degeneriert)
Remark 7.5 (Killing-Form s1(n)) ist K(x,y) = 2ntr(xy) (nicht-degeneriert)

Remark 7.6 (Killing-Form so0(3) & R3) ist K(x,y) = —2(x - y) (nicht-degeneriert)
Def'n 7.7 (Auflésbarkeit) Definiere D' = g, D"*1g = [D"g,D"g|. Eine Lie-Algebra
heisst auflosbar, falls ein N existiert, sodass DNg = {0}.

7.2 Einfache und halb-einfache Lie-Algebren
Def’'n 7.8 (Einfach) ist eine Lie-Algebra g, wenn sie keine Ideale hat ausser 0,g C g und g
nicht abelsch ist (dh. [-,-] # 0.)

Def’'n 7.9 (Halbeinfach) ist eine Lie-Algebra, wenn sie keine vom Nullraum verschiedenen
auflosbare Ideale enthilt.

Theorem 7.10 (Cartans Kriterium) Eine Lie-Algebra ist genau dann halbeinfach, wenn die
Killing-Form nicht degeneriert ist.

Theorem 7.11 (Halbeinfache LA =2 ) einfache LA) Jede halb-einfache Lie-Algebra ist
isomorph zu einer direkten Summe von einfachen Lie-Algebren und umgekehrt.

Theorem 7.12 Jede komplexe einfache Lie-Algebra ist isomorph zu einer der folgenden:

e s5l(n,C) o Lie-Algebren (g, 07,03 mit Dimensio-
e so(n,C), schreibe By fiir n = 2k +1, nen 78, 133, 248

Dy fiir n = 2k o Lie-Algebra §4, Dimension 52
e s5p(2n,C) o Lie-Algebra g, Dimension 14

Remark 7.13 Sei g eine komplexe Lie-Algebra. Dann kann man g auch als reelle Lie-Algebra
gR doppelter Dimension auffassen.
Theorem 7.14 Jede reelle einfache Lie-Algebra ist enthalten in der folgenden Liste:
e gR fiir g eine komplexe einfache Lie-Algebra
o 17 reelle Lie-Algebren, deren Komplexifizierung eine der komplexen Lie-Algebren
Lo, U7, s, 4, 92 ist.
. so(p,0)
o su(p,g)

e s/(n,R)
e sl(n,H)

e sp(p,q) e s0%(2n)

e 5p(2n,R)

7.3 Struktur von halb-einfachen Lie-Algebren

Def'n 7.15 (Torische und Cartan-Unteralgebren) Sei g eine komplexe halb-einfach Lie-
Algebra. Eine Lie-Unteralgebra b € g heisst torisch, falls

i) babelschist, d.h. [h,h] =0,

ii) alleady : g — g fiir x € b diagonalisierbar sind.
Die Lie-Unteralgebra b heisst Cartan-Unteralgebra (maximal torisch), falls b maximal gross
ist,dh. g 2 b’ Db = b nicht torisch.
Remark 7.16 adj, ist genau dann diagonalisierbar, wenn die Matrix x diagonalisierbar ist.
Wir verwenden eig immer b = {diag(x1,...,x4)| ¥; x; = 0,x; € C Vi}. TODO
Theorem 7.17 (Cartan-UA sind isomorph) Seien by,h, Cartan-Unteralgebren von g.
Dann existiert ein Isomorphismus ¢ : g — g sodass ¢(h1) = by. Insbesondere dim by =
dim b,. Die Dimension der Cartan Unteralgebra nennt man den Rang der Lie-Algebra.
Diagonalisierung von ad, : Kommutierende diagonalisierbare Operatoren kann man
simultan diagonalisieren, also kénnen wir ad, mit x € h simultan diagonalisieren.

g=hoPa.

aEA
mit endl Teilmenge A C h* (Eigenwerte # 0), sd adyy = a(x)y fiir y € go, x € b, b ist
Eigenraum zum Eigenwert 0.
Def'n 7.18 (Wurzeln) Die Elemente von A C b* heissen Wurzeln von g .
Proposition 7.19 Sei g eine endlich dimensionale komplexe halb-einfache Lie-Algebra und
sei by C g eine Cartan Unteralgebra wie oben. Dann gilt

i) (90,9 COarp alsoadjy ap = 0ap.

ii) Fallsa,p € {0} UA und a+p #0,dann ist K(ga,9p) = 0.

iii) Falls « € {0} U A, dann ist K nicht-degeneriert auf g o X g —a. Insbesondere ist K nicht-
degeneriert auf b. Daher existiert fiir alle Wurzeln a ein Hy € b, sodass K(Hy, x) = a(x)
fiir x € b. Dieses Hy, ist eindeutig.

) k€N = —a€A

v) Die Killing-Form auf b ist K(h,h') = Y pcp a(h)a(h').

vi) Aspannt b* auf.

Lemma 7.20 (Halbeinfache LA enthalten s[(2,C)-Kopien) Sei E, # 0 € g, und

withle E_y € g _q, s0 dass K(Ey, E_y) = 1. Dann gilt [Ey, E_,] = Hy (Hy wie vorher).

Ausserdem ist a(Hy) # 0 und
2 2
D((H,X)HM e= IX(H,X)E‘X’ f:Efzx/
spannen eine Lie-Unteralgebra von g auf, die isomorph ist zu s1(2, C) (Kommutatorrel erfiillt).

h=



Def’n 7.21 (Duale Bilinearform (-,-)) Wir definieren auf b* eine Bilinearform (-, -) dual
zur Killingform: (, B) = K(Hy, Hg) = a(Hp) fiir a, § € A, Hy, Hg wie vorkher.
Def'n 7.22 (o, b))

ho = R-span,,Hy C b, by = R-span, &
Theorem 7.23 (ho, by, Skalarprodukt) Es gilt hy @ C = b und by ® C = bh*. Insbeson-
dere dimp hp = dimg b = % dimpg b =: r. Ausserdem ist K(-,-) positiv definit, also ein
Skalarprodukt auf bo und (-, -) ein Skalarprodukt auf b, wobei («, B) = K(Ha, Hp).
Remark 7.24 Insbesondere (x, A) = A(H,).

Remark 7.25 b} = R"~1 = {(/\1,...,/\,,)T ILjAj =0, € R}.

Remark 7.26 2} € {0, 41,42, +3}

Remark 7.27 (Ordnung auf den Wurzeln) Wihle zB. eine Basis Hﬁl,...,Hﬁ’, von by
(Bj € A). Dann ist 0 # A € by als positiv definiert (A > 0), wenn die erste Zahl # 0
in A(Hg,),...,A(Hg,) grosser als 0 ist. Wir sagen A ist negativ, falls —A positiv ist. Wir
sagen A > A, falls A — A’ > 0.

Def’n 7.28 (Einfache Wurzeln) Eine Wurzel & € A heisst einfach, wenn « > 0 und sie
nicht als Summe von 2 positiven Wurzeln geschrieben werden kann. Sei I1 C A die Menge der
einfachen Wurzeln.

Theorem 7.29 (Einfache Wurzeln bilden Basis von h§) Also insbesondere |I1| = r. Zu-
dem kann jede positive Wiirzel geschrieben werden als }5j_y njo; mit 1T = {aq,...ar},nj €
No.

Def’n 7.30 (Dynkin Diagramm) Das Dynkin Diagramm einer halb-einfachen Lie-
Algebra g ist folgender Graph:

e Knoten sind die einfachen Wurzeln T1

Awp?
(we)(Bp)

e Fiir o, € II, « # B werden die zugehorigen Knoten mit
4 cos®(Winkel zwischen o und B)) Strichen verbunden.
e Falls (x,a) > (B, B), dann zeichnen wir einen Pfeil —=>—.
Remark 7.31 Beispiele von Dynkin Diagrammen:

e 5[(n,C): e—e——o—e
X @y Aypitp—1

o 5p(2n,C) : e—e——0—ee

e 50(2n,C) : o—o— 4—<

Theorem 7.32 (Isomorphie iiber Dynkin-Diagramm) Zwei halbeinfache Lie-Algebren
sind isomorph genau dann, wenn ihre Dynkin-Diagramme gleich (isomorph) sind.

e 50(2n+1,C): o—e——0—exe

7.4 Darstellungstheorie (komplexer) halbeinfacher Lie-Algebren

Sei wieder g eine halbeinfache Lie-Algebra, h C g eine Cartan-Unteralgebra, A C h*
(sodass K(Hy, x) = a(x) fiir alle x € ) die Wurzeln und H, € h wie vorher.

Lemma 7.33 Seip : g — gl(V) eine endl. dim. Darstellung. Dann ist p(H,) diagonali-

sierbar und die Eigenwerte sind Vielfache von %(a,/x} Insbesondere sind alle p(x), x € b

diagonalisierbar.

Wir haben die gemeinsame Eigenraumzerlegung

V=G W

AEW,

mit Wy C h* die gemeinsamen Eigenwerte (Gewichte) und V) = {v € V|Vx € b :
p(x)o = A(x)o}.
Remark 7.34 (Ladderoperators auf p) Es gilt p(Ex)V) C Vi, fiir alle Ex € ga.
Remark 7.35 (Alle Gewichte sind reell) Wegen des Lemmas: Z?BEIZS“) 26;‘;?
besondere ist A € b, also W, C by.
Def’n 7.36 (Ganzzahlige Gewichte) Ein A € b heisst (algebraisch) ganzzahlig, falls
2<<a/,\;‘>> € Z fiiralle a € A.
Remark 7.37 Es reicht, dies fiir alle einfachen Wurzeln, also o € I1 zu verlangen.
Def'n 7.38 (Dominante Gewichte) Ein A € b heisst dominant, falls (A, x) > 0 fiir alle
einfachen Wurzeln w € T1 (<= Ya € A: (A, a) > 0).
Lemma 7.39 Das hochste Gewicht einer endl. dim. Darstellung ist dominant (u. ganzzahlig).
Theorem 7.40 (Klassifikation irred. Darstellungen halbeinfacher Lie-Algebren) Die
Abbildung p — A, die einer endl. dim. Darstellung p der halbeinfachen Lie-Algebren /C ihr
hochstes Gewicht zuordnet, erzeugt eine Bijektion

€ Z. Ins-

{g-Irrep} /Isomorphie A {dominante, ganzzahlige Elemente von b} .

Theorem 7.41 (Halbeinfache LA —> vollst reduzibel) Jede endl. dim. Darstellung ei-
ner halbeinfachen Lie-Algebra ist vollstindig reduzibel, also isomorph zu einer direkten Summe
irreduzibler Darstellungen V. = @; V}.

TODO young diagramme

8 Lorentzgruppe
8.1 Minkovskiraum und Lorentzgruppe

Def’n 8.1 (Minkovskiraum) Der Minkovskiraum ist R* versehen mit der symmetrischen
Bilinearform (”Minkovskimetrik”)

(x,y) = xoy0 — Z?:l Xy, x = (x0,x1,%2,%3)T € R
Die Matrix der Linearform ist ¢ = diag(1, —1, —1, —1). Physikalisch ist xo = ct die Zeitko-
ordinate, X = (x1,x2, x3) die Ortskoordinate eines Ereignisses.
Def'n 8.2 (Artigkeit) Ein Vektor x € R* heisst zeitartig, falls (x,x) > 0; raumartig, falls
(x,x) < 0; lichtartig, falls (x,x) = 0.

Def'n 8.3 (Lorentzgruppe) Die Lorentzgruppe ist
0(1,3) = {A € GL(4,R)|(Ax, Ay) = (x,y) Vx,y € R*}
= {A € GL(4,R)|(Ax, Ax) = (x,x) Vx € R*}

={AcGL(4R)ATgA = g}
Das zweite Gleichheitszeichen gilt wegen der Polarisierung: 2(x,y) =
(v x) =y, y)
Def'n 8.4 (Orthonormalbasis) Eine Basis {by, by, b, b3} des R* heisst orthonormiert, falls
gilt (b, bj) = gj fiir alle i,j = 0,1,2,3.
Remark 8.5 Ein zeitartiger Einheitsvektor hat immer die Form (+coshasinha - 7i), 7 €
R3, |7 = 1.
Remark 8.6 (Zeitumkehr, Raumumkehr, Rotation) Eine 4x4 Matrix ist genau in
O(1,3), wenn die Zeilen (oder Spalten) eine ONB des R* in obigen Sinne bilden. Beispie-
le fiir Elemente in O(1,3) sind die Lorentzrotationen fiir R € O(3), die Zeitumkehr T, die
Raumumkehr P definiert als

(x+y,x+y)—

[(1) g] T = diag(~1,1,1,1), P = diag(1,~1,—1,-1).

Def’n 8.7 (Untergruppen von O(1,3)) Folgende UG definieren wir
0, (1,3) = {A € O(1,3)|Ago > 0}
SO(1,3) = {A € O(1,3)| det(A) =1}
S04 (1,3) = 0, (1,3) NSO(1,3)
Theorem 8.8 (Zusammenhang) SO, (1,3) ist zusammenhingend. O(1,3) zerfillt in vier
Zusammenhangskomponenten:
0(1,3) = SO4(1,3) UPSO4 (1,3) L TSO4 (1,3) LU PTSO. (1, 3)

8.2 Homomorphismus SL(2,C)r — SO (1,3)

Sei H = {X € C??|X" = X = {x101 + %002 + x303 + x01|x; € R}}

Lemma 8.9 Fiir £ = x107 + X202 + X303 + x0p (0p = 1) gilt det £ = (x, x).

Theorem 8.10 Der Homomorphismus p : SL(2,C)r — GL(H),p(A)X = AXA' € H st
eine Darstellung. Ausserdem kann man zeigen, dass p : SL(2,C)r — SO (1,3), Homomor-
phismus von Lie-Gruppen.

Remark 8.11 Betrachte den Homomorphismus auf den Lie-Algebren v =

sl(2,C)r — so0(1,3). Eine Basis von s0(1,3) ist gegeben durch L; = [g 10] L; Ba-
j

Dp(1)

sis von s0(3) und By, By, B3 (siehe Anhang).

v(o7) wirk auf H wie X € H +— 0;X + Xo;. Daraus erhilt man v(cj) = 2B}, v(—io;) = 2L;.

Also ist nu ein Isomorphismus und s1(2,C)r = s0(1,3)

Theorem 8.12 Sei g eine komplexe Lie-Algebra. Dann gilt
gr®C=gDyg.

Remark 8.13 su(2) ® C ® su(2) ® C = sl(2,C) @ s((2,C)

s((1,3) ®C.

s[(2,C)r @ C =

IR

8.3 Darstellungen der Lorentzgruppe

Da s0(1,3) ® C = s(2,C) & s[(2,C), sind die irreduziblen komplexen endl dim Dar-
stellungen von so(1,3) gerade die von s((2,C) @ s((2,C).

Theorem 8.14 (Irreps von g @ §) Seien g, § komplexe halbeinfache Lie-Algebren. Dann
sind die komplexen endl dim Irreps von g ® § gerade die Darstellungen p = p) ® py :
g®d — gl(Vy®Vy), wobeipy : g — gl(Vy), 05 :§ — gl(Vy) Irreps von g, § sind.
Hier ist p(x + %) (u ®v) = (oA (x)u) ® v+ u® (03 (%))v, x € g, X € 4.

A Wichtige Riume

Allgemein

H= {X € C2X2|X+ =X= {X]O'] + X207 + X303 +X()ﬂ|xl' € ]R}}
Hp = {X € €2?|xt = X, tr(X) = 0} mit (X,Y) = Jtr(XY)

Hy = {p € C[xy, x2, x3]|p homogen von Grad ¢,Ap = 0}

U, = {p € C[z1,22]|p homogen von Grad n}

B Matrizen

0 1 0 —i 1 0
a=l1 o) 2= o) 3=l -1

(Pauli)

[=Rel )
o O O
o O OO
=N =N Ne)
[N N eNe)
o O OO
OO O
o O OO
=N =)
[N e NNl
(=N NNl
o O O

0 1\, _ ( Ouxn Tiscn .
’:<1 0)' Q= (fﬂm 0)
C Darstellungen
Darstellungen von Gruppen

Trivial puiy : G — GL(V),g — 1y
Adjungiert p,g;: G — GL(G), g > pagj(g) mit pagj(g)h = ghg ™!

O;i i<p .
(Ip/q)ij = {—11(5,',' b i’ wobei p+q =n;

Determinante Determinante der Darstellungsmatrix der definierenden Darstellung.
Regulir Siehe Kapitel 3.3.
Alternierend g € S, — sgn(g)

Darstellungen von Lie-Algebren

Trivial Nullabbildung p =0

Adjungiert ad: g — gl(g),x — ady mit ad,(y) = [x,y], wobeiy € g

"Ublich” g — gl(g),x +— x

Polynome Von SL(2,C) auf U, durch (A € SL(2,C),p € Uy): (v(A)p)(x) = p(A~1x)



D Satz vom reguliren Wert und Ableitungen
Theorie

Def'n D.1 (Reguldrer Wert) einer Funktion f : R" — R™ ist ein Punkt a, in dem die
Ableitung Dy f surjektiv in jedem x € f~1(a) ist.

Theorem D.2 (Reguldrer Wert) Sei f : R" — R"™ eine glatte Abbildung und a € R" ein
regulirer Wert von f. Dann ist M = f~1(a) C R" eine glatte Untermannigfaltigkeit der
Dimension n — m und der Tangentialraum in x € M ist Ty M = ker(Dxf).

Remark D.3 Gegeben f : R" — R™, dann lisst sich (D 4 f)(B) berechnen mit einem Weg
E) = f(g(1)) mit 9(0) = A,9(0) = B,5. d:“4|,_, = (Daf)(B)

Ableitungen
Djdet: R — R: B+ det(A)tr(A~'B), Djpdet: R"”" — R:B s tr(B)

F:R™" - A:Bw BTSB—C und DyF : R"™" — A : B+ BTS + SB, wobei
hiufig A € {Sym(n), Antisym(n)}.

Sujektivitat
Zeige Surjektivitit fir Dy F durch 1SBT mit B € A, da DyF (%SBT> —B.

E Losungsstrategien

E.1 Symmetrien eines Korpers

Gegeben ein Korper K in R®, definiert durch eine Menge P von Punkten {py, ..., pn} C
R® und Verbindungskanten.

Symmetriegruppe finden: Gesucht ist die Untergruppe G der euklidischen Gruppe
E(3), die K auf K abbildet. Falls G — Bij(P) injektiv ist, kann die Wirkung jeder Sym-
metrie durch Wirkung auf die Punkte identifiziert werden (bei einer 2-dim Flache in
R3 ist dies nicht der Fall, Identitit und Spiegelung an Fliche sind fiir alle Punkte auf
Flache identisch).

Wiéhle Punkt p; € P, dann ist jedes ¢ € G Komposition von einem g,,;, € Orbit,, und
einem gs € Staby, : g = ep; (gg’_},lg). Berechne Orbity,, Staby,, G ist dann das die
Menge der Produkte von Elementen aus den beiden Mengen.

Isomorphie zu G’ zeigen: Finde Bijektion ¢ : G — G/, die Gruppenhom.eigenschaft
erfiillt. Ist G’ durch erzeugende Elemente und Relationen definiert, reicht es die Rela-
tionen fiir ¢(G) zu zeigen (und ¢ Bijektion).

Irreps von G finden: Betrachte Darstellung p von G auf C3n, dem VR, der den Auslen-
kungen der Punkte von ihrer Ausgangslage entspricht. Jede Symmetrie von K wirkt in
dieser Darstellung nun durch definierende Transformation des Raumes auf die Punkte,
welche die Punkte im Raum nur permutiert, multipliziert mit der Inversen ebendieser
Permutation, s.d. die Punkte tatsdchlich auf sich selbst abgebildet werden.

Die rdumliche Transformation wird durch 3 x 3 Matrizen p’(g) dargestellt, welche wie-
derum entsprechend der Permutation der Punkte in der 3n x 3n Darstellungsmatrix
o(g) verteilt sind.

Fiir Charakter x, der Darst. ist Diagonale wichtig, d. h. falls k Punkte fix bleiben bei
Symmetrie g, dann ist xp(g) = k- X, (8)-

Dies muss nur fiir je ein ¢ € G pro Konjugationsklasse berechnet werden, dann lassen
sich mithilfe der Charaktertafel der irreps von G die irreps in p finden.

E.2 Eigenschwingungen mit tetraedrischer Symmetrie
Wir betrachten eine tetraedrische Anordnung von vier Massen (m), die
um ihre Ausgangslage schwingen. Die Bewegungsgleichung ist mi =
—VU(x) . Das Problem hat tetraedrische Symmetrie und somit wollen wir
U(p(g)x) = U(x) Vg € T. Setze U(0) = 0,VU(0) = 0 (Ruhelage). Mit
U(x) = xTAx und Ansatz x = ¢/'v erhdlt man das Eigenwertproblem
i = —Ax, Av = w?v.

i) Symmetriegruppe T: Wihle eine Ecke des Tetraeders und betrachte Bahn und
Stabilisator. Stabilisator: Fixierung einer Ecke a reduziert das Problem auf Ds,
|Stab,| = 6. Bahn: Insgesamt vier Ecken, |T - a| = 4. Bahn-Stabflisator |T| =24

ii) Konjugationsklassen: Die 5 Konjugationsklassen sind [1], 8[C3] (Faktor 2 fiir
zwei Richtungen, Faktor 4 fiir die Anzahl Ecken), 3[C;], 6[t] (durch die Kanten),
6[S4] (Achse wie Cy, aber drehen und spiegeln).

iii

=

Charaktertafel: Die erste Zeile wird mit der trivialen Darstellung V; gefillt,
die zweite mit der Determinante V;. Eine dreidimensionale Darstellung Vj ist

cosf —sinf 0
gegeben durch die definierende Darstellung: pgef(Cy) = |sinf  cosf® 0
0 0 1
-1 0 0
(Rotation um z, 0 = 27”) und pges(s) = 0 -1 0| (Spiegelung
0 0 1
an xy-Ebene). Das Tensorprodukt liefert V, ® V4 = V5. Durch die Di-
mensionsformel 24 = Z?:l dimV; erhalten wir dimV3; = 2 und die
restlichen Eintrdge folgen wegen Orthogonalitdt der Zeilen und Spalten:
24T | [1]  8[Cs] 3[Ca]l 61[S4 67l
Vi | 1 1 1 1 1
\%3 1 1 1 -1 -1
Vs 2 -1 2 0 0
vi | 3 0 -1 -1 1
Vs 3 0 -1 1 -1

iv) Kanonische Zerlegung: Jeder der vier Kugeln in den Ecken wird ein Koordina-
tensystem zugeschrieben (siehe oben) und die Wirkung der Gruppenelemente
| (11 [C] (Gl [Sa]l 7]
Xred | 12 0 0 0 2
Skalarprodukt liefert x;eq = X1 + X3 +2X4 + X5

gibt die reduzible Darstellung:

A\

=

Folgerungen fiir die Physik: A = c1ly, @ c3ly, @1y, ® My  ©Ocsly,. A hat
€ :

2x2 Matrix
maximal 5 Schwingungen und zwei sind degeneriert. Die Basis, bzgl. A die obi-

ge Form bekommt, erhalten wir mit den Projektoren, angewendet auf die ur-
spriinglichen Basisvektoren.

E.3 Struktur und Darstellungen von sl(n,C)

xn)| i = 0,x; € CVi}

Eigenbasis der Elemente in ) Definiere (E,']')kg = 6yidj, dann ist E; — Ej; eine Basis
von b und Ej fiir i # j eine Eigenbasis mit adxE;; = (x; — x;)Ej;. Somit haben
wir 5[(n,C) =h® @,‘%/’g)w mit gA‘./. = span(E,-,-), /\,/(I) =Xj— .7(]'.

Unteralgebren 5[(2,C) Werden jeweils aufgespannt durch Ej;, Ej;, Ej; — Ejj.

Cartan Unteralgebra h = {diag(xy,...,

Skalarprodukt fiir die Wurzeln Setze « = A;; € A. Dann gilt 2ntr(H,,¢x) = X — %,
also (Hy)pe = %(éiké,v( — 0kjd¢j). Es ist auch h = Cc" 1, also p* =~ 1
{Al,//;n|zi)\i = 0}. Priife, dass ((A1,...,An), (A}, AL)) = 2 (MA] + - +
AnAy

Finde positive und einfache Wurzeln Definiere Hg, =
diag(l,...,—1),...,Hp, , 2-diag(0,...,1,—1). Mit dieser Wahl
sind ¢ — e]v,i < ] positive Wurzeln. Die einfachen Wurzeln sind
ej—eiy1,i=1,...,n—1

Ganzzahlige Elemente Die ganzzahligen Elemenete sind (mit Skalarprodukt

und einfachen Wurzeln von oben) Z-Linearkombinationen von vy =
(1,0,..)7,...,0,1=(1,...,1,0)T

Dominante, ganzzahlige Gewichte Sind (A1,...,A,_1,0),A; € ZViund A; > A4 Vi.
Sie konnen als Young-Diagramm dargestellt werden mit A; vielen Kéastchen in
der i-ten Zeile.

F Isomorphismen von Lie Algebren und Lie Gruppen
Definitionen:
Hy = {X e C??|xt =

X, tr(X) = 0} mit (X, Y) = %tr(XY)

o, Kerp = {£1}
SU(2) 4) SO(3)
T X € Hy : p(A)X = AXAT
exp

Dqpl
su(2) —— 50(3)
TJR TJR
su(2) ®C s0(3)®C  s0(1,3)
2h — —ioy h— 2iLg
2e > 0 +ioy e ily — Ly j ¢ >ZBé
2f = 0q — iy frrily+ 1Ly ’l”j’_’ Lj
s1(2,C) = =

e SU(2) = S? einfach zusammenhéngend
e SO(3) = SU(2) / {£1} = g3 /41 = RP3 mit RIP? der reelle projektive Raum,
nicht einfach zusammenhéngend
G Notizen aus den Ubungsstunden, spiter schauen ob
sie auch im Skript sind

o einfache Lie Algebren sind insbesondere nicht abelsch
o Normalteiler entspricht Ideal
e U(n) fiir ungerade n koénnen keine komplexen Lie-Gruppen sein

e Sei V die Darstellung von s[(2,C). Dann gilt die Anzahl der irred. Darstellungs-
theorie in V gegeben durch m = dim V) + dim V;.

o Alle Wurzelrdume g, sind eindimensional.

o Bei tensorierten Darstellungen findet man eine Darstellung, indem man die Es
der Lie Algebra anwendet, bis es jeweils 0 ergibt, dann nimmt man das nachste

E. zB. im Falle von s((3,C) ist die Reihenfolge [Ex1, E31, E3p, E12, E13, E23]
H Andere Random Facts, die ich mir noch mal anschau-

en will

o Die Anzahl Elt der Konjugationsklasse teilt die Gruppenordnung.

e D, = D, x Zy, aber D, = Z,, x Z;. Insbesondere kann man fiir D, also nicht
die Irreps aus den Irreps von Z, bestimmen (Satz gilt nur fiir x, nicht fiir x).

e Um zu zeigen, dass ¢ : G — H mit |G| =
reicht es, Surjektivitit zu zeigen.

|H| einen Isomorphismus definiert,

e Einschridnkung (zB. von s[(2,C) auf su(2)) heisst, dass man die passende Basis

betrachten muss.
0 0
e Basis sof : ( 8 > ( 8 > :< >,A1 =
0100 00 \ 0
(51888) - (913 )= (B48)
0000 00 0

e Sei f: G — G’ Gruppenhomomorphismus. Dann ist imf ~ G/kerf

0
-1
0
0

olco
-

oocoo
coro
cooCo
o—oco
cooo

0
0
0
0
0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
1 1
0 0
0 0
0 0

| coco

—
cooco

I Tensorprodukt

Seien V,W Vektorrdume. Seien (e;)ic1, (fi)icj Basen von V,W. Dann ist V ® W ein
Vektorraum mit Basis (c;; = ¢; ® f;) i )c1xj und dim(V @ W) = dim V dim W.
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