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1 Fourierreihen

f( ) Znern exp(

fo=tlf
1.1 Definition, Darstellungssatz

i ) — 110 + Y01 an cos( = 27 ) + by sin( 27{" x)

x) exp(— 2”’” x)dx, ay =2Refy, by = —2Imf,

1 [L 27in

Lemma 1.1 7 [y e *dx =0fiirn € Z\ {0} und =1 fiirn = 0.

Satz 1.2 Sei {fu}uez so, dass Y ,cz |fu| < oo. Dann konvergiert die Fourierreihe f(x) =
Yuez fuexp(Zx) absolut und glezchmasszg fiir alle x € R gegen eine periodische, stetige

Funktion f der Perzode L. Weiter gilt f, = T fo f(x) exp(— 22 x)dx.

1.2 Riemann-Lebesgue-Lemma, Dirichletkern

Satz 2.1 (Riemann-Lebesgue) Sei f : R — C stetig und L-periodisch (bzw. Lebesgue-
integrierbar auf [0,1]). Dann gilt f, — 0 fiir |n| — co.

Korollar 2.2 Sei f € CK(R/LZ).
Tnez |fal < Clyez jp < oo

Dann gilt |n|*|f,| — O fiir |n| — co und somit

Definition 2.1 (Dirichlet-Kern) Dy(t) = YN exp(27int). Es gilt
in(T(2N+1)t)
i Dy snem o tERNZ (i) [y Dy(tdr=1
2N +1 teZ
(ii) Dn(t+1) = Dn(t) = Dn(—t), (iv) [ Dt

Satz 2.3 (Darstellungssatz D Sei f € CYR/LZ). Dann  gilt
limy o0 S0y frexp( 228 x) = limy—yeo (5N f) (x) punktweise Vx € R.

)|dt > 3 log( (n+1))

fx) =

Definition (Beschrinkte Variation) Eine Funktion [a,b] — C heisst von beschrinkter
Variation, falls es eine Konstante V gibt, so dass Y/ |f (xi+1) — f(x;)| < V fiir alle Ein-
teilungen a = xg < x1 < ... < Xy = b. Wir schreiben f(a£0) = lim,_,,+ f(x).
Stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind von beschrinkter Variation.

Satz 2.4 (Darstellungssatz II) Sei f L-periodisch und von beschriinkter Variation auf [0, L]
und sy f(x) = LN faexp(222 x) die N-te Partialsumme ihrer Fourierreihe. Dann gilt

o limy_osnf(x) = 2(f(x +0) + f(x — 0)). Insbesondere konvergiert die Fourierreihe
gegen f(x) in allen ihren Punkten x, wo f stetig ist.

o Die Konvergenz ist gleichmiissig auf jedem abgeschlossenen Intervall I C R, auf welchem
f stetig ist.

1.3 Reellwertige Darstellung der Fourierreihen
Fiir f reellwertig mit f, = 1(an —ibn), fon = f, = 2(an +iby) gilt f(x) = lag+
Yo 1 an cos(zm' )+ by sm(zm’x) wobei a, = 2Ref, = £ fo f(x) cos(zznx), b, =
—2Imf, = £ fo f(x)sin (2 x). Es gilt f—, = f,, fir n > 0.
”Satz” Sei f gerade, d.h. f(—x) =
—g(x), L-periodisch. Dann gilt

@ ', fx)dx =2 [} f(x)dx,

f(x), L-periodisch und sei ¢ ungerade, d.h. g(—x) =

(iv) f(x)sin(nmx/L) ist ungerade und da-
her b, =0,

L/a
)dx =0, R\O,
(WD) [Z1ja8(x)dx =0,a €RY (v) g(x)cos(nmx/L) ist ungerade und da-

(iii) fg ist ungerade, her a,, = 0.

Sei F(x) = [y f(y)dy fiir f € C?(R/271Z) mit 027'[ f(x)dx = 0. Dann ist F, = %, falls

n#0, und Fu =~ Yo 12, falls n = 0.

14 Poisson’sche Summationsformel

Sei f € C'(R), [fl,If'| < & fur ein C > 0 und g(x) = Yiez f(x +kL),
g € CY(R\Z), g(x + L) = g(x). Dann konvergiert diese Reihe gleichmassig auf [0, L],
also ¢ € C'(R\Z) und es gilt g(x) = Lyez f(x +nl) = Luez gnexp(Fhx) =
Yiez % frn/L) exp(Z”me). Insbesondere folgt fiir x = 0 die Poisson’sche Summa-

tionsformel ¥,cz f(nL) = ¥,z f (B2). Gilt allgemein fiir f integrierbar, stetig
und von beschréankter Variation.

1.5 Wairmeleitungsgleichung auf einem Ring
%u(x,t) D azu(x t) xeR, t>0,
u(x,0) = f(x).

Periode L > 0 und Konstante D > 0 konnen durch passende Substitution von x,t als

27 bzw. 1 angenommen werden.

(Wérmeleitungsgleichung)

Satz 5.1 (Wirmeleitungsgleichung) Sei f € C®(R/2nZ) und K(x,t) =
ez exp(—n?t + inx) (Jacobische Theta-Funktion) fir x € R, t > 0. Dann ist
u(x,t) = 5 10271 K(x—y,t)f(y)dy eine C*(R/27Z x (0, 00)) Lisung der Wiirmeleitungs-

gleichung die gleichmissig gegen f fiir t | O konvergiert, d.h. limygu(x,t) = f(x). Da
u € C%, ist u eindeutig.

Mit der Poisson-Formel ist K(x,t) =Y ,cz \/7exp (= Zm' =) > 0.

1.6 Satz von Fejér

Definition 6.1 (Fejerschen-Summen) sind  arithmetische ~ Mittel ~ von  Fourier-

Partialsummen (onf)(x) = & YN H(suf)(x). Alsoist onf(x) = fol fy)Kn(x—y)
D, (t) gegeben ist.

wobei der Fejérsche Kern Ky durch Ky (t) = % ZnN;01

dy,

Satz (Eigenschaften des Fejérsche Kern) Es gilt

() Kn(t) = Kn(—t) = Kn(t+1), (i) [} Kn(£)dt =

1 (sin(N7t) 2
(i) Kn(t) = N( sin(7tt) ) teR\Z

N teZ
Satz 6.1 (Fejér, Darstellungssatz ITI) Sei f ]R — C stetig, L-periodisch. Sei onf
die N-te Fejérsche Summe onf(x) = S LN JIT0__, fuexp(2Mx).  Dann gilt
limy_eo(on f) (%) = f(x) mit gleichmiz‘sszger Konvergenz
Definition 6.2 (Trigonometrische Polynome) sind  endliche  Linearkombinationen
ol enexp(Ffx)

Korollar 6.2 Jede stetige periodische Funktion f kann gleichmissig durch trigonometrische
Polynome beliebig gut approximiert werden.

Korollar 6.3 Seien f,g stetig, L-periodiodisch. Dann gilt f, = gu
Liez |ful <00 = f(x) = Luez fuexp(3f2x).

= f = gund

1.7 Rechnungen
f gerade = fn = f*l’lr f urlgerade = fn = —f,n

Fourierkoeffizienten Zuerst direkt.  Falls Funktion zu hdisslich zum Integrieren, e-

Darstellungen von sin, cos einsetzen, exp durch Taylorreihe ersetzen

Beispiele fiir Fourierkoeffizienten. f, =0 fur nicht explzzzt ungegebene n

sin x: fil = Fy, cO8X: fiq = %, sin?x: fip = -3 Lf= zr cos?x: fiz = i,

fo1=F¥, exp(e™) = Ty Em~

Fourierkoeffizienten mit Residuensatz Sei f = % 27t-periodisch und reellwertig,

deshalb f_, = f,. Wir berechnen f_ fiir n > 0. Mit der Substitution z = ¢*, dx = % gilt
_ 1 2m pinx __1

f-n=137Jo 73_%(eu+wx)dx = f‘ =1 7671 6Z+] dz. Finde Nullstellen des Nenners, die

innerhalb des Einheitskreises liegen, um mit dem Residuensatz f_, auszurechnen. f, ergibt
sich dann aus f_,, wobei n-Abhingigkeiten in den Absolutbetrag gesetzt werden.

PDE mit Fourierreihen (Warmeleitungsgl.) Nehme an, dass f € C*(R/27Z) und sei
= Yz tn(t)e™ und uy (£) = & [ u(x, t)en*dx.

e Berechne u,(0) = limy_,o 5 fOer u(x, t)e " ¥dx = % ] Oznf(x)e’[""dx = fu. Falls
also u(x,t) — f gleichmiissig fiir t — 0, ist u, (0) =

u C®-Losung mit u(x, t)

_ DGL
"o (x, e m¥dx "= L [0

u(x, t)(—in)2e= " dx = —n2u,(t).

e DGL in uy, iiber dsuy(t) = 2171 2 520 (x, e~ inrdx =

1 27

27 Jo
o Lisung der DGL ist uy (t) = e~ f,,, woraus u(x, t) = Yy fae X folgt,
o Zeige: 1) Tz [Befae x|, Y o [0 e X < o =
Ableitung  und  Summe  konnen  vertauscht werden,  Alternativ: In
n2h I ; .
limy, 0 Cpez S (7712)1(111)"6’”2’*’”](,, kinnen limes und Summe ver-

tauscht werden, da wegen |e’”2h -1 < nz\h|e”2t/2 fiir |h| < t/2 die Partialsummen
nicht mehr von h abhiingen und damit glm. in h konvergieren. = per Induktion beliebig
oft nach t diffbar; analog fiir x, 2) u € C*, 3) du = d2u, 4) Anfangsbedingungen

lu(x,t) = f(x)] < Tnez e =1l ful = 0 fiir t 0.
2 Fouriertransformation
2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Fouriertransformation Sei f € L'(IR"). Die Fouriertransformierte von f und die inverse
Fouriertransformierte sind gegeben durch die Funktionen auf R"

flb = [, e, flo = o [ e

Lemma 1.1 Sei f € L'(R"). Dann sind die Funktionen f, f gleichmissig stetig und fiir alle
x,k € R gilt |F (k)| < [Iflly, ()] < @7) "I fl-
Elementare Eigenschaften Seien f,g,h € L', h € C}(R"), 0, € C, A € R\ {0} und
bezeichne f,(x) = f(x —y).
(i) of + Pg = af + B¢
(i) (k) = A" f /)
(iii) fy(k) = f(k)e=™v.
(iv) f§ fgell (vii) d;h(k) = ikii(k)

Satz 2.1 (Vertauschen von Ableitung und Integral) Sei f : (a,b) x R" — C eine Funk-
tion, so dass

© o f3dx = fo fids

i) f(k) = F(—k)

(i) die Funktion x — f(t,x) integrierbar fiir alle t € (a, b) ist,
(ii) die partielle Ableitung fi(t, x) existiert fiir alle (t,x) € (a,b) x R",

(iii) es eine integrierbare Funktion g auf R", sodass |f;(t, x)| < g(x) fiiralle (t,x) € (a,b) x

R" gibt.
Dannist I(t) = [ga f(t, x)dx differenzierbar fiir t € (a,b) und es gilt = al(t) = Jgo fi(t,X)
2.2 Fouriertransformierte der Gauss-Funktion
Beispiel (Gauss-Funktion) Sei f(x) = e~ 24 A = AT positiv definit. Dann ist f €
L' und f(k) = @2~ 3ATKK) I eindimensionalen Fall flx) = e Ix/2 gy fk) =

(det A)1/2
V2re k72,

1 17),2
Aligemein ist (e~ @ )" (k) = v/ame™ \/7 T

% und ()" (x) =



2.3 Beispiele fiir Fouriertransformierte

2sink

Beispiel (Charakteristische Funktion) X[_q (k) =

Hermite-Funktionen
sind Eigenvektoren der

Beispiel (Eigenvektoren der FT, Hermite-Funktionen) Die
ha(x) = (=1)"%e¥/291e=%* = H,(x)e */2, n = 0,1,2,...
Fouriertransformation fuy, (k) = (—i)"v/27thy, (k).

Beispiel (Invariante der FT) <\/ﬁ> ANk) = ﬁ

Beispiel (Schranke) (6’"""‘) Mk) = ,,,zzrkz

€ LY(R).
2.4 Umkehrsatz fiir L!-Funktionen
= NV =fund f,fe ) = fVN=f(fiL).

Gleichheit in L!, also fast iiberall. Fiir stetige Funktionen Gleichheit.

Satz4.1 f,f €L

Korollar 4.2 (", injektiv) *, : LY(R") — C(R") sind injektiv, f € L'(R"),f =
0 = f=0(fi), f€LY(R"),f=0 = f=0/(fii).

Korollar 4.3 f,f € LI(R") = fM\(x) = (2m)" f(—x) (fiL.).
Korollar 44) f,f ¢ L'(R") = f € L'(R").

Satz 4.5 (Plancherel-Formel) f,f € LY(R") = f,f € L>(R") und es gilt

I£ll2 = @)1 -

Definition (Faltung) (f *g)(x) = [p. f(y)g(x —y)dy =

(g f)(x).

Satz (Faltungssatz) f,g € L'. Dann gilt (f * g)" (k) = f(k)g(k).
2.5 Der Schwartzraum . (IR")

Definition 5.1 (Multiindex) ist ein Element a = (ay,...,
o] = a1 + ...+ oy, al =aq!.. .yl 0% =07 .. 9.

ay) € N§. x* = xl L,

Definition (Ck-Raum) Fiir X = R" setze C(X) = {f : X — C stetig}. Fiir Q C R" offen
definiere CK(Q) = {f: Q = C: 9" f € C(Q),Va € N", |a| < k}, C*° =N, CK(Q).

Definition 5.2 () Fiir ¢ € C®(R") und «,p € IN" definieren wir |l¢|, 4

supcgn |¥*9P@(x)|. Der Schwartzraum ist der komplexe Vektorraum & (R") = {¢ €
C(R") : [[@llyp < o0 Va,p e N"}.

ist eine Norm
= e 9l

auf dem Vektorraum & (R").

Beispiele und Eigenschaften

o Beispiele von Schwartz-Funktionen sind glatte Funktionen mit kompaktem Triger
Cy(R™), el g > 0, eV H"“Z,xo‘aﬁ(p, hy € #(RM).

o Keine Schwartz-Funktionen sind nicht Funktionen, e’“"",

[x2)=s, 29 ¥ o(x)dx ¢ .#(R").

glatte 1+

o Polynome erhalten .#, also fiir ¢ € #(R") ist auch P(x)Q(x)¢p € #(R") fiir alle
Polynome P, Q. lin|y| 00| P(x)Q(3)@(x)| = 0.

o Fiir ¢, € #(R") ist auch das punktweise Produkt ¢ € #(R") im Schwartzraum
(Leibnitz-Formel).

Lemma 5.2 (Majorante in ) Seien ¢ € #(R"), p € N", k € IN. Dann existiert eine
Konstante cg . = cg (@), so dass [0 g(x)| < (HC\)SW

Korollar 5.3 . C LV (R") fiir alle p € [1,00).

Definition 5.3 (Konvergenz in .#) Eine Folge ¢; in (R") konvergiert gegen ¢ €

S (R"), falls lim; 0|l @; — ||, = O fiir alle k,1 € IN. Man schreibt ¢; = @ fiir j — oco.

Definition 5.4 (Stetigkeit in .#) Eine lineare Abbildung F : &#(R") — #(R") ist stetig,
falls fiir alle konvergenten Folgen gilt ¢; = ¢ = F(¢)) = F(o).

Lemma 5.4 (Fourier-Eigenschaften) Sei ¢ € (IR"). Dann gilt
i) (3;0)" (k) = ikip(k), (i) (259)" () = ki),
(ii) 9;¢p(k) = (—ixjp)"(k), (iv) 9;p(k) = (ixjp)" (k).
Lemma 5.5 (Abgeschlossenheit) ¢ € #(R") = ¢, ¢ € S (R").

Satz 5.6 (FT als Isomorphismus) Die lineare Abbildung F : #(R") — S (R") : ¢ — ¢
ist bijektiv und stetig. Thre Inverse F~1 : #(R") — .7 (R") : ¢ + ¢ ist ebenfalls stetig.

2.6 Fouriertransformation von rotationsinverianten Funktionen

Definition (Rotationsinvariante Funktion) ¢ : R" — C ist eine Funktion, sodass

g(Rx) = g(x) fiir alle R orthogonal (RTR = 1).

Lemma 6.1 (Rotationsinvarianz) Eine Funktion g ist genau dann rotationsinv., wenn sie

die Form g(x) = f(|x|), |x| = \/x3 +... 4+ x2 hat.

Wir fithren als neue Koordinaten ein x; = +r{/1—y3—... =42, x2 = ryp, ...,
Xy = 1Yyn, wobei x = ry. Das Volumenelement ergibt sich als dx;... = dx, =
pldr— At = pn-14,40(y).

VI-B——¥i

Lemma 6.2 (|S"~1|) Die "Oberfliche” der (n — 1)-dimensionale Einheitssphire S"~1
{y € R" : |y| = 1} ist gegeben durch

k
27/2 _2m
1y _ _ _ ) G-
|S" | = /Sn?1 dQ(y) = T(n/2) {22k+1nkk!

k)

— 2 277 Ui
i =2 15°1 = f7m i
Definition (Gamma-Funktion) T(s) = [;°#"le~!dt, (s + 1) = sI'(s), T(n + 1) = n!
firne N, T(3) = vr T(x)[(1-x) =

L' rotationsinvariant
T s (Do *rdx = g
8(k) = &(Ik[,0,...,0).
Lemma 6.3 (G,-Funktion) G,(p) = fs"*l e~ dQ(y) ist die Einschrinkung auf R, C
C einer ganzen holomorphen Funktion. Fiir alle k € R" gilt [,_1 e~ *¥dQ(y) = Gy ([k|)
(Insbesondere G, (0) = |S"~1)).

Definition 6.1 (Besselfunktion) Sei « € C\ {—1,—2,...}. Die Besselfunktion (er-
ster Guttung) der Ordnung « ist die durch die konvergente Potenzreihe [o(z) =
Z)a+2k

n =2k gerade

n=2k+1 ungerade ’

Beispiel |S!| = =4rm, |S®] = =272

T
sin(7rx)

== ¢ rotationsinvariant, da g(k) =
(1) (s € 97d0)) T =[5 9()Go (Kl o

(D¢
Yo mrerasy (3
\/ 2 sin(z) und J_1,5(z) = /% cos(z). Weiters gilt %(z”],4 (2)) = 2"J-1(2)
Satz 6.4 (FT fiir rotationsinvarianten Funktionen) Sei n > 2. Dann gilt G,(p) =
(27T)"/2p1=1/2], 1»_1(p). Fiir integrierbare rotationsinvariant Funktionen g gilt §(k) =
(271)"/2 || 1=/2 fooo g uja—1(|klr)r /2dr und 8(0) = S”’l\ f0°° g(ryr"=1dr. In drei Di-
mensionen gilt insbesondere (k) = “*ﬁ Jo~ g(r)rsin(|k|r)dr

definierte Funktion der komplexen Variable z. Es sind [15(z)

Bessel DGL Die aligemeine Losung der Bessel-Diffentialgleichung Ji/ (x) + L] (x) + (1 —

72)]“( x) = 0 lautet C1Ja(x) + CoJ—a(x) fiir &« ¢ Z. Fiir « e Z sind J, und J_, linear
unabhiingig, fiir —n € Zq linear abhingig, da J_,(x) = )*Jn(x). Die Neumann-
Funktion N, = W ist fiir alle « definiert. Die Funktzonen Ju, Ny bilden somit
eine allgemeine Basis des Losungsraums fiir alle « € C.

2.7 Regularitit und Abfalleigenschaften

Regularitit beinhaltet Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Analytizitt.

Satz 7.1 (Maiorante mit kompakten Triger) Sei f € Cj(R"). Dann existiert eine Kon-

stante ¢ mit | f (k)| < W

Satz 7.2 (Riemann-Lebesgue) f € L'(R") = limy_,, f(k) = 0.

Satz 7.3 (i) Sei f : R — C messbar, C,m > 0, sodass If(x)| < Ce~™Ix! fiir alle x€R
Dann hat f eine holomorphe Fortsetzung auf dem Streifen {|Imk| < m}, ebenso f.

(ii) Seim >0, f:{z:

f(+in) € LY als auch maxj, <y |f(x + i) M5 0. Dann existiert zu jedem

| < C'e=™'Kl, Dasselbe gilt fiir f.

[Imz| < m} — C holomorph und es gelte fiir alle |17| < m sowohl

m' < m eine Konstante C', sodass | f (k)
2.8 Wellengleichung

1 %u

szWfAu:O xeR", t>0,
u(x,0) = f(x), (Wellengleichung)
oru(x,0) = g(x).

Die Losung u(t, x) ist fiir n = 2,3 gegeben durch u(t,x) =

L A / frty)dyidys ) | / 8(x +y)dyidy,
2re \ ot \ t Jiyl<et /22 —y[? <t JEE_yE )’
oz (5 (3 seamaaw) +1 [ sternang)).

2.9 Wirmeleitungsgleichung

@ _Au=0 x€eR',t>0
! ! (Wirmeleitungsgleichung)
{ (x,0) = f(x).
Definition (Warmeleitungskern) K;(x) = (e’sz)v(x) (47”)”/26 —[x [/ (4r),

Satz 9.1 (Losung) Sei f stetig und beschriinkt auf R". Dann ist u(x,t) = [ Ki(x —
) f(y)dy (= K f) eine Lisung der Wiirmeleitungsgleichung in C*°(R" x (0, 00)) und fiir
alle x € R" gilt lim,_,g+ u(x,t) = f(x).



210 Rechnungen
f gerade = f € R, f ungerade = f € iR, f € R = Re(f) gerade und Im(f) ungerade.

Fouriertransformierte mit Residuensatz Fiir reellwertige f ist f(—x) = %, deswegen
geniigt es f(—k) fiir k > 0 zu berechnen. Dann ist f(—k) = img_,c ffR f(x)erdx =
27Ti Ympso Res(f, p) — limpeo er f(x)ekdx = 27Ti Yimp>o Res(f, p). I'r in
der positiven oder negativen imaginiren Ebene wiihlen, so dass | er f(x)e**dx|
TR sup|, _g |f(x)e®*| — 0, wobei e** = ¢k(a+ib) — k(ia=b) it |q 4 jp| = R. Fiir Ty
in der positiven imagindren Ebene ist b > 0, also muss k > 0, fiir T'g in der negativen ima-

gindren Ebene ist b < 0, also muss k < 0. Ist T'g negativ orientiert (Uhrzeigersinn, negative
imaginiire Halbebene), hat Res(f, p) ein zusiitzliches Minus.

IN

Lemma (Berechnung von Residuen)
(i) ord(f,p) > —1, dann Res(f,p) = limzﬁp(z -p)f(z),
(ii) ord(f,p) = —k, dann Res(f,p) = ak ((z - )kf(z))\z:p,

(iii) f holomorph an p, g hat eine einfache Nullstelle in p, dann ist Res(f,p) = fp)

g'(p)’

insbesondere fiir f =1,

(iv) ord(f,p) = = g(p)Res(f,p).

PDE mit Fouriertransformation Gesucht wird eine Losung u € C*(R" x R..). Nehmen
wir an, dass u “=° 0 folgt mit a(k,t) = [pau(x, te **dx bzw. iiber die Fouri-
ertransformation der PDE die DGL Clza%a(k,t) = —K2(k,t) mit allgemeiner Losung
i(k,t) = A(k)cos(|k|ct) + B(k)sin(|k|ct) bei festem k. Aus den Anfangsbedingungen

folgt d(k,t) = (k) cos(|k|ct) + |,E‘C) sin(|k|ct).

S (£ cos([klet) + §§ sin(|K|ct) ) ef**dk. Firr f,g € Ch(R") ist f(K),&(k) < C(1+
|k|)~® und fiir s gross genug (z.B. > n + 2) kann man unter dem Integral ableiten, also ist u
eine C2-Losung.

—1, g holomorph auf Be(p), dann ist Res(f, p)

Die Riicktransformation liefert u(x,t) =

Far f ¢ L'(R") kann ein konvergenzerzeugender Faktor eingefiihrt werden, d.h.
Ks(x) = f(x)ed*/2 ¢ LL(R"), sodass zB. f(k) = Jgo lims_yo Ks(x)e *¥dx =
lims 0 fn K5 (x)e™*dx = Tims_,o K5 ().

Beispiel (Konvergenzerzeugender Faktor) Fiir (t,k) = ¢(k)Ks(k,t), Ko ¢ LY(R")
ist Y(x,1) = 5= [palimsyg Kg(k,‘t)(i)(k)e"kxdk = lims_o 2= o Ks(k, ) p(k)e**dk =
lims s 2z fo (Ks (- 8) @) (K)edk = limgyo(Ks( 1) * 9)"V(x) =
lims o fgn Ks(y, )(x = y)dy = [ lims 0 Ks(y, o (x —y)dy = (Ko(-, ) * ¢) (x).
Integrale von Fouriertransformationen mit cos und sin kann man zu neuen Funktio-

nen umschreiben und erhélt mit partieller Integration eine algebraische Gleichung fiir
das Integral.

Beispiel (FT p.I) Fiir f(x) =
f?w ¥ cos(x)e *¥dx = g(k) + g(

¥ cos(x)e k¥ dx +

k)

ko= foe

e Meos(x) : f
P
T+ik —

—k) und g(k) et

NA

(1+ik)2 8(
3 Orthogonale Funktionalsysteme, Hilbertraum

3.1 Die schwingende Saite
ist das lineare Problem C%B%u(x,t) = 2u(x,t), x € [0,L], t > 0, u(t,0) =
mit Anfangsbedingungen u(x,0) = v(x), d;u(x,0) = w(x).

u(t,L) =0

PDE iiber Separation Wir suchen Lisungen der Form u(x,t)

1) _ ') )

£ 8(x) '

o %g(x) = Ag(x), x € [0,L], 8(0) =
A= — (2, n=1,2,3..,

o f" = Ac%f durch f(t) = acoswt + bsinwt mit w = v/ —c2A.

Allgemein also u(x,t) = (acoswyt + by sinwyt)sin (“2x), wobei w, = &<, n =
1,2,.... Da das Problem linear ist, ist auch jede Superposition Y o (ay coswyt +
by sinwyt) sin (“2x) eine Losungs (falls an, by schnell genug abfallen fir n —
).  Die Koeffizienten werden aus den Anfangsbedingungen 2;" 1apsin (2x) =
w(x) als ay = %j;)L x)dx, by =

x) dx. Die Eigenfrequenzen sind gegebnen durch vy, = wy, /27.

= f(t)g(x). Einsetzen und

Separieren nach x, t ergibt Clz

g(L) = 0 wird gelost durch g, (x) = sin (Zx),

nc

o(x) und Yoo | waaysin (L) =

2 L
oL Jo w(x)sin (22
Bei linearen DGLs ist die Superposition zweier Losungen wieder eine Lisung. Insbesondere
kann man dann bei einem EW-Problem mit mehreren ;s ansetzen.

)sin (22

3.2 Orthogonale Systeme, Hilbertriume

I2-Raum 1% = {Folgen (&;)ien in C mit ¥; |G| < o0}, (&, v) = ¥ Givi

Lemma 2.1 (Schwarzsche Ungleichung) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-) und

f,g € V. Dann gilt |(f, )| < ||fIllgll mit Gleichheit genau dann, wenn f und g linear
unabhingig sind.

Definition 2.1 (Konvergenz) Eine Folge (fy)o_, in einem VR mit Skalarprodukt V kon-
vergiert gegen f € V, falls || f, — f|| — O fiir n — co.

Lemma 2.2 (Stetigkeit von Norm und Skalarprodukt) Sei (f,)5, C V eine Folge,
welche gegen f € V konvergiert. Dann gilt fiir alle g € V (fy,8) — (f,8), (& fu) = (& f)
und | full = |1l

Definition 2.2 Eine (endliche oder unendliche) Familie (¢;);c 1 von nicht-verschwindenden
Vektoren in V heisst orthogonal (oder orthogonales System), falls (¢;, ¢) = O fiir alle
j # k, orthonormiert, falls zusitzlich (¢;, ¢;) = 1 fiir alle j € I. Ein orthogonales System
(9j)jer heisst vollstindig (oder maximal), falls (¢, f) = 0Vj = f=0firallef €V.
Bei uns ist I meist {1,...,n},{(0),1,2,3,...} oder Z.

(i) V =1%([0,1]), ¢; = e¥™, (9;, gx)

Beispiel = Jo Fiprdx = 5y

(ii) V=C" ¢j = (d1j,--,0nj) (%if)ien

Satz 2.3 Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und ((pj)]?“‘:l ein orthogonales System.

(iii) V=1, ¢ =

(i) (Pythagoras) ||p1+ ...+ gull* = llg1[* + ... + [ @ul* V2 € N

(i) (Bessel Ungleichung) Ist (¢;) orthonormiert, so gilt fiir alle n € IN die Besselsche
Ungleichung Yy (g, (p]ﬂz < H(pHZ mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ im vom
1, ..., Pn aufgespannten Unterraum liegt.

(iii) (Funktionsapproximation) Sei (¢;) orthonormiert, ¢ € V, n € IN. Die Funktion

von Aq,...,
i=1...,

An € Cllo =Y, )\]-q),-Hz nimmt ihr Minimum fiir \; = (@}, ¢) fiir
n an.

Definition 2.3 (Hilbertraum) Ein C,R-Vektorraum H mit Skalarprodukt heisst Hilber-

traum, wenn er beziiglich der Norm f v || f|| = \/{f, f) ein Banachraum ist, d.h. wenn alle
Cauchy-Folgen beziiglich ||| in H konv.

Satz 2.4 (Vollstandigkeit) Sei H ein Hilbertraum und (qo]) > 1 ein orthonormiertes System.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) (4’/')]?0:1 ist vollstindig,

(i) ¢ =121(9j, 9)¢; Vo€ H (Konvergenz in H),
(iii) Hq)”z = Z]?"’Zl I{9;, > VoeH, (Parseval Identitiit).
Fiir (¢,)%_; vollstindi Y 9) I HZ =y Leno) 2

) n=1 8P = Ln=1 <(p”/(p”>‘/’n' ¢ n=1 (g, on) °

Definition 2.5 Ein Hilbertraum heisst separabel, falls er eine abziihlbare orthonormierte Ba-
sis hat.

Satz 2.5 Sei ((p,) 2 | eine orthonormierte Basis eines Hilbertraums H. Dann existiert ein
linearer Isomorphismus i : 1> — H,c = (c])].:1 = Y2 cjgj und es gilt (i(c),i(d)) = (c,d)

fiiralle c,d € 2

Korollar 2.6 Sei (43]) > 1 eine orthonormierte Basis eines HR H. Dann konv. ZJ 169 =
limy, o0 Z}:l cjg; in H genau dann, wenn Z]:l |c]\ < oo0.

3.3 [2-Theorie der Fourierreihen
Satz 3.1 (Parseval) Sei f € L2([0,1]), ¢j(x) = ¢>™/* (j € Z) und c; = (¢;, f) der j-te
Fourierkoeffizient von f. Dann gilt f = ZjeZ cjpj und [01 |f|?dx = Yicz [c;[.

Pjr. f>

Fiir allgemeine Perioden L ist ¢; = ” . und die Parseval-Identitat % fOL |f|2dx =

Yiez |cj[2. Fiir gj(x) = exp(@x) ist ¢; = f; der j-te Fourierkoeffizient.

3.4 Hermite-Polynome und harmonischer Oszillator

"

Definition 4.1 (Hermite-Polynom) H,(x) (=1)me? o
Die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren sind definiert als A = %ﬁ(x + %
AT (= )

e firn = 0,1,2,....
) und

Lemma 4.2 Sei ¢, = 27"/2H, (x)e’xz/z. Dann gilt

i) o9 SR) = (A%¢,¢) = (9, AY),

(i) AA* —A*A=1 (iii) A¢p =0 (iv) A*¢pn = Ppi1.

Satz 4.1 (H,-Basis) ¥,(x) = 7r’]/42’”/2(n!)’]/2H,,(x)e’XZ/Z, n =20,1,2,..., bilden

ein vollstindiges orthonormiertes System in L>(R).

Der Hermitesche-Operator ist H = A*A+ 1 = —1.2, 4 12 Die Zelt’unabhanglge

2 sz
Schrodingergleichung Hip, = E,p, wird mit ¥, wie oben zum Eigenwert E, = n + E

gelost.

Korollar 4.3 (% dicht in L?) & (R) ist dicht in L>(R), d.h. zu jedem ¢ > 0 und f €
L%(R) existiert ein ¢ € #(R) mit || f — ¢, <e.

3.5 Orthogonale Polynome, Legendre Polynome

Sei E C R ein Intervall und p : E — R, sodass p(x) > 0 fiir fast alle x € E und
Jg 1x|"p(x)dx < oo fiir alle n = 0,1,2,.... Dann definiert (f,g) = [, f(x)g(x)p(x)dx
f,g € Clx] ein Skalarprodukt auf dem VR C[x] der Polynome in einer Variable mit
komplexen Koeffizienten. Zum Paar (E, p) gehort eine Familie eindeutiger orthogon.
Polynome.

AL (2 1)L 1€ N.

Definition 5.1 (Legendre Polynom) Pi(x) = 5 55

Lemma 5.1 P, hat Grad |, jil Py(x)Py(x)dx = ﬁﬁ,,r und Pj(1) =1.

Lemma Der Differentialoperator L mit u — L = % ((x2 - 1)%) u ist ein Hermitescher
Operator, d.h. (Lu,v) = (u, Lv).

Satz 5.2 Die Legendre Polynome P sind Eigenvektoren von L zu den Eigenwerten 1(1 +
1), d.h. sie erfiillen die (spezielle) Legendre-DGI 2 ((x2 - 1)%) Pi(x) = I(1+1)P(x).

Die orthonormierten Polynome ZIT“PI bilden ein vollstindiges orthonormiertes System in

L2([-1,1)).



(y/ 2lélP])N o ist eine vollstindige orthonormierte Basis fiir den Vektorraum der Poly-

nome vom Grad < N. Nach 2.3 ist P = IV 2 241(Py, u)Py(x) die beste Approximation
von u in L2([-1,1]).

Hermite-Polynome H, H,i2(x) — 2xH,11(x) + 2(n + 1)H,(x) =
2nH,_1(x) =0, H)/(x) — 2xH},(x) +2nH,(x) =0 ¥n € N.

0, Hi/l(x) -

Legendre-Polynome P YR, P(hZ = (1-2tz+22)" 2 fiirt € [-1,1],z € C, |2] < 1,

x - 3 1 f2my. s
‘Y o= =Y e (MM)fur x,y € R3, |x| < |y|, P(cos8) = »= [ (isin6 cos ¢ +
cos0)'de. Py sind gerade, Py, ungerade.

7k
1!)xk

Laguerre-Polynome L, L, = £9%(e *x") =

ZkOk)

Tschebychev-Polynome T; Tj.q(x) = 2xTj(x) — Tj_1(x), Th(x) =x, 1 € N, To(x) =1,
T; Grad | und Leitkoeffizient 2!~1, Ty(cos 6) = cos(I6).

Polynom E p Leitk  Differentialgleichung
Hermite H, R 2" Yy —xy =2ny
efxz Hn<x> — (_[l)n 2 a;)Vlne 2
Legendre P (-1,1] ((x*=1y) =1(1+1)y
!
1 P1<x)=ﬁ;’,<x -1
2
PI,m [_L 1] (<x2 - 1)y ) (l(l + 1) 2 )y
1 a 7x2)m/zazzpl( x) = (1-x )’"/231+m( _ 1)1
: 20
Laguerre L, [0,00) x/” +(1—-x)y +ny=0
e f"ﬁ%*W@:ELMDﬁ%ﬂ
Bessel Ja Y+ 1=y =0
71)’< 2\ a+2k
]ﬂ< ) ):k 0 k'F<(/+a+l) (i)n

Chebychev T, [-1,1] 21T

1

1-22
Jacobi -1,1]

(-x?
(1-x)~P

3.6 Kugelfunktionen
Der Laplace-Operator in 3D lautet A = arZ +2 : ar

Ju 1 %u _ 1 3 : ou 1 2%u
cotf5s + 79 9g = B 38 (sm@w) + e 0t

ist grad = 0,¢, + %80619 +

2u

%Asz, wobei Aqpu = S +

Der Gradient in Kugelkoordinaten
r sm rsind a‘{’eq’

Definition (Kugelfunktion) ist eine auf der Einheitssphire definierte glatte Funktion
Y (6, ), welche ein Eigenvektor zum Laplace Operator N, ist, d.h. AgY = —AY.

Losungen der Form Au(x) = 0 fiir |x| < Rund u(x) = f(x) fiir |x| = R kénnen durch
die Separation u(x) = U(r)Y(6, ¢) und Y(6, ¢) = P(cos)V(p) mit U(r) = ar' und
V(p) = e*™? gelost werden. Die DGL fiir P fithrt auf die zugeordneten Legendre-
Polynome. Dann sind P,/m(cos Q)eii’”(/’ mit/ =0,1,...,m =0,...,I Eigenvektoren von
Ag zum Eigenwert —[(1 4 1).

Definition Die zugeordneten (oder assozierten) Legendre-Funktionen sind P, (x) =
m/2
(1- xz)"’/za,’c”P,(x) a ;’I? al+m( _ 1)I‘

Satz 7.1 (i) (Legendresche DGL) Die zugeordneten Legendre-Funktionen Py, erfiillen
2 (A=) ZPu() + (10 +1) + 225 ) Pu(x) =0.

(ii) (Orthogonalitiz't) Fiirallem = 0,1,2,...,

(I4-m)!
(I—m)! 21+1 61 I

m <1l € Zgilt fil Py (%) Py (x)dx =

(iii) (Basis) ((1 - xz)*m/zp,,,,,)l:m ey st iir allem, N € {0,1,2,..

des Raums der Polynome vom Grad < N.

.} eine Basis

Satz 7.2 (Kugelfunktionen) Die Kugelfunktionen Y, (6,¢) = c; P, m| (cos 0)e™? mit

— =" 2z+1 (I=m)!
1=0,1,2.. v =) - fiirm >0,
(=1)™cy , bilden eine orthonormierte Basis des Hllbertmums LZ(SZ), die aus EV von Ag
besteht. Es gilt (Y1, Ypr y) = 0110 O

om=—=1,...,1 =11, wobeic,, = Cl—m =

Laplace Gegeben eine Laplacegleichung und Hinweise auf Kugelfunktionen, mache den
Ansatz u(r,0,9) = Lo ¥h_ j(apmrt 4 by Y (0,9) bzw.  u(r,6,9) =
Yo X yarut'Y(8, ), schreibe die Randbedingungen als Linearkombination der Kugel-
funktionen und erhalte ay ,,, by ,, durch das Skalarprodukt von v und Yy ,,.

Fir u(r,0,¢) = ):fio Zﬁnz# a;lmrIY(G, ) gt Au = ng Ju(x)]?dx =

2 ey . .
Z,I\LO ):lm:7, lagm|? apm = fonfon Yim (0, 9)u(1,6,9)sinfdfde; wenn a;,, = 0 fiir
m # 0, dann ist u invariant unter Rotationen um die z-Achse.

3.7 Schwingungen einer kreisformigen Membran

Das Problem %d%v(t,x) — Av(t,x) = 0 fir |[x| < R und v(t,x) = 0 fiir |x| = R
C

wird mit v(t,x) = e“tu(x) reduziert auf Au = 7‘;’—22u fiir x| < R und u(x) =0
fiir [x| = R. In Polarkoordinaten (37 + 19, + £92)u(r, ¢) = 7‘;’—22u(r, @) fir r < R.
Reelle Losungen sind von der Form u — [, (wr/c)(Acos(mg) + Bsin(me)) =
Jm(wr/c)Acos(m(¢ — ¢o)), wobei J(wR/c) = 0.

u—

4 Distributionen
4.1 Temperierte Distributionen

Definition 2.1 (Temperierte Distribution) ist eine stetige lineare Abbildung w
Z(R") = C, ¢ — wl¢]. Mit anderen Worten erfiillt w die Eigenschaften w[Ag + pyp] =

Aw(@] + pwy] fiir A,p € C und ¢, % ¢ = wlpn] = wlg] bzw. @, L0 =
w|@u] = 0. Der Raum der temperierten Distributionen wird mit &' (R") bezeichnet und ist
der topologische Dualraum zu . (R").

Fiir #(R") aufgefasst als Unterraum von .’ (R") definieren wir fiir f € .(R") eine
Distribution wy durch f[¢] = [r. f(x)@(x)dx (regulére Distributionen). Schwiécher

reicht f(x)(1+ |x|?)~N € L! fiir ein hinreichend grosses N.

= ¢(0), dulg] = (Tud)[g] = ¢(a).

4.2 Operationen auf Distributionen
Seien f,g € #(R") und w € /(R") die Distribution von f. Die folgenden Operatio-
nen sind stetige lineare Abbildungen.

)] = w[T-a9], wob. (Taf)(x)

Definition 3.1 (Lineare Koordinatentransf.) U,w([p] =
(Uaf)(x) = f(A"1x), A € GL4(R).

Definition 3.2 (Funktion-Multiplikation) (gw)[¢] = w[gg].
el = (=
= w[@], @[p] = w[@] fiir alle w € ' (R").

Definition (Delta-Funktion) §[¢]

Definition (Translation) (T,w =f(x—a),aeR".

|det Alw[Uy-19], wobei

Definition 3.3 (Ableitung) (0w 1)l wlog].
Definition 3.4 (FT) &[¢]

Definition (Faltung) Fiir g € .#(R"), w € %' (R") definieren wir (g * w)[¢] = w[§ * @]
und analog (w * §)[¢] = w(§ * @], wobei §(x) = g(—x).

Definition (Heaviside-Funktion) 6(x) =1 fiir x > 0 und 6(x) = 0 fiir x < 0.

Lemma 3.1 (0 und §) 20 = J, wobei 5[¢] = ¢(0).
Lemma 3.2 U,d = |det Ald fiir A € GLy(R), (6(A~1x) = | det A|d(x))

Satz 3.3 Die FT und die inverse FT sind bijektive lineare Abbildungen ",V
S (R") und fiir alle w € ' (R") gilt 0V = 0V = w.

(R —

Lemma 3.4 (FT von 1,6) 1 = (271)"6 und § = 1.
Lemma 3.5 (Faltung mit §) Fiiralle g € #(R") gilt g% = g.

Lemma 3.6 (Faltung und Ableitung) Seien f,g € #(R"), w € %' (R"). Dann gilt fiir
alle x € IN"

(i) 9 (f+g) =
(ii) 0" (w*g)

(0"f) xg = f=0"g,
= (a”‘w) *g:a}*a”‘gz a“(g*w)_

4.3 Rechnungen
Reihenfolge x5’ (3x)[¢] =

TOk-1)
xd = x0[¢] = d[x¢] =0,

2lg] = [x¢(x)dx = —i [ (g
Ableitung Betragsfunktion ZMx\ =60-U_9,

(U1/30") [ (x)] = 0[9xUn 3 (x*p(x))]-
sin(k) = —8(k+1)),  cos(k) = 1(0(k—1) +é(k+1))
e“” (p] [ pei**dx = 27 (a) = 27@(a) = 278, (9]
)el%%dx = —27i(¢" )NV (0) = —2mid[g'] = 27id' [¢]
x| =207725, n>2

44 Konvergenz in ./ (R")

Definition 4.1 (Konvergenz) Eine Folge (w;)2, in &' konvergiert gegen w € &' (R"),
falls fiir alle ¢ € . (IR") gilt w;[g] — w(g] fiir j — co.

)o g f(x)dx = 1 und sei fi(x) = f(jx)j" fiir
Dann konvergiert die Folge f; (als Folge von Distributionen) gegen 6.

Satz 4.1 (Folge gegen 0) Sei f € L'(R"
i=1,23,...
" F(x)dx wnlel =

P(1/x)[¢] = lim o+ [ lp(x)dx + [, und

lim,_, o+ f]R ﬁ‘l’( )dx.

Satz 4.2

L = P(1/x) Find ist eine temperierte Distribution.

4.5 Fundamentallsungen fiir den Laplace-Operator
= f(x),

Gesucht ist u € CZ(R") mit u(x) — 0 fir |x| — oo.
(Au)lg] = ulLo] = flgl.
Definition 5.1 (Fundamentallosung) fiir einen Differentialoperator L = )
*EN x| <N
mit konstanten Koeffizienten ay, ist eine Distribution E € ' (R"), die die Gleichung LE = &
erfiillt. Eine Lisung des Problems Lu(x) = f(x) ist dann gegeben durch u = E * f, weil
Lu=L(Exf)=(LE)xf=0xf=f.
Lemma 5.1 (Green’sche Identitat) Sei D ein beschrinktes Gebiet in R" mit glattem Rand
0D und nach aussen weisendem Einheitsvektoren n(x), x € dD. Fiir alle u,v, € CZ(D uaD)
gilt dann [ (Auv —ulv)dx = [p (gzy - ugz) dQ(x), wobei & =y, ni(x)a%’_ die
Ableitung in normaler Richtung bezeichnet und dQ)(x) das Oberflichenmass auf 0D ist.

Au(x) x €R" (Poisson-Gleichung)

Im Distributionensinne ist

0"



Satz 5.2 (Fundamentallsung fiir A) Sei n > 2. Die Funktion

(n/2)

E(x) = {Twz @

1 —
5= In x|, n=2

|x|1+2 = 1 Ix

ist Fundamentallosung fiir den n-dimensionalen Laplace-Operator, d.h. sie erfiillt (als Dis-
tribution) die Gleichung AE = ¢. Eine Losung der Poisson-Gleichung ist gegeben durch
u=Exf.

Beispiel 5.1 n = 3: E(x) = — =

47t|x|”

n=4:E(x)= 747#]‘“2‘

Definition (Glatte Distributionen) Eine Distribution w € &' (R") heisst glatt auf einer
offenen Menge U C IR", falls es eine glatte Funktion f : U — C gibt mit w(¢] = [ fedx fiir
alle ¢ € #(R"), die ausserhalb U verschwinden. 6 und E sind glatt auf R" \ {0}.

Definition Ein Differenzialoperator der Ordnung N heisst elliptisch, wenn o —n aap® #
0 fiir alle p € R™ \ {0}. A ist elliptisch, O nicht.

Die elliptische Regularitit besagt, dass jede Losung u € &/(R") von Lu = f fiir
einen elliptischen Differentialoperator L und einer auf U glatten Funktion f € .#/(R")
ebenfalls glatt ist.

4.6 Fundamentallosungen und Fouriertransformationen

Die Fouriertransformierte von LE(x) = &(x) ergibt P(k)E(k) = 1, wobei P(k) =
Y aa(ik)* ein Polynom in ky,...,k, ist. Hat P(k) keine reellen Nullstellen (bzw.
integrierbare Singularititen), definiert 1/P(k) eine Distribution und E = (1/P(k))V
Losung des Problems. P(k) = |k|? fur L = —A.

Beispiel (Fundamentallésung) Fiir Distribution E[p(x1,x2)] = [~ @(t,t)e~'dt
und Operator L = 3y, + 9y, + 1 ist LE[p(x1,%2)] = (9y, + 0x, + 1)E[p(k1, k2)]
E[(=0%, — Ok, + 1) Jre @(x1, xp)e~Fxi—ikaxa gy = E[fge(—0k, — 0,
De(xy, xp)e fivi—keady] = E[[pa(ix) + ixa + 1)g(x1,xp)e Fn-ikvady] =
Iy frelimn + ixa + Dg(x, xp)e ntiidadt = [ @(x1,x2) [37(ivg + ixa
1)e—t(ix1+ixz+])dtdx _ _ fRZ q)(x],XZ)[e—t(ilesz)]‘Sodx _ 1[(p(x1,x2)].

+ 1l

+

4.7 Retardierte Fundamentallésung fiir den d’Alembert-Operator
= f fithren auf den

k[?)E(k) =1

Losungen zur inhomogenen Wellengleichung Cl ?u — Au
d’Alembert-Operator L = Z

(E *f )(xO,x
5 Dirichletproblem

5.1 Dirichlet und Neumannrandbedingungen

2 mit xg = ct, also (—kZ +

Eine Losung ist u(xo, x) = = [rs mf(xo =[x = x|, x")dx".

Definition Fiir u € C2(D), D C R" lautet die Laplace-Gleichung Au(x) = 0, x € D,
Losungen heissen harmonische Funktionen. Ist D ein beschrinktes Gebiet in R" mit glattem
Rand oD. Typische Randwertprobleme sind

(i) Dirichletproblem (D) (ii) Neumannproblem (N)

xeD {Au(x):

oD xeD
<€ u
g % (x) = g(x)

{Au(x) =0
x€dD’

u(x) = f(x)

Satz 1.1 (Eindeutigkeit) Seien uy,uy zwei Losungen von (D). Dann ist uy =
1y, up zwei Losungen von (N). Dann ist uy = up+ const.

up. Seien

5.2 Greensche Funktionen
Lemma 2.1 Sei u € C*(D). Dann gilt fiir x € D u(x) = [,
Jop (EGe=y) 8 —u(y) - E(x —y) ) dy).

E(x —y)Au(y)dy =

Definition 2.1 (Greensche-Funktion) Sei D C R" offen mit glattem Rand. Eine stetige
Funktion G(x,y) auf {(x,y) € D x D : x # y} heisst Greensche Funktion des Gebiets D
(fiir den Laplace-Operator), falls

(i) G(x,y) = E(x—y)+v(x,y), ve€ C3D x D) und Ayv(x,y) =0,
(ii) G(x,y)=0,x€dD,yeD.

Insbesondere ist fiir x # y AxG(x,y) = 0. Wir schreiben Ay fiir den Laplace-Operator
262/835% in den Variablen x.

Satz 2.2 (Form der Losung) Falls u eine Losung wvon (D) ist,
Jop BG (y, x)f (y)dQ(y) fiir alle x € D.

hat man u(x) =

5.3 Methode der Spiegelbildladung, Poissonformel

Eine Spiegelung um dle Sphére vom Radius R ist die Abbildung y — y* = ‘y ‘y Sie
erfillt y** = y, ly*| = & und [ylx —y*| = [xlly — ']
Greensche Funktionen sind gegeben durch
g - e (<o () ) s

2 (log v~y ~ log(Ix ~ y"| ) n=2
Definition Der Poisson-Kern ist definiert durch H(y,x) = ai (y,x) =
(VyG(y,x),n(y)) = EE 1‘R ‘Xf‘y‘,li firx,y e R", |yl =R, n=23...

Satz 3.1 (Poisson Formel, Losung) Sei D die Kugel {x € R" : |x| < R}, f stetig auf o0D.

x> fy)

x€eD
lyl=R |x—y["

2 _
ux) = [ fOHE D) = ] ),

SR

ist glatt auf {x € R" : |x| < R}, harmonisch und konvergiert gegen f, wenn |x| — R.

Satz 3.2 (Mittelwertprinzip) Sei u harmonisch auf einer offenen Menge D C R". Fiir jede
Kugel Br(x) C D gilt u(x) = m st(x) u(y)dQ(y).

Satz 3.3 (Maximum-Prinzip) Ist u harmonisch auf einem Gebiet D und sei xo € D eine
Maximalstelle, d.h. u(x) < u(xo) fiir alle x € D. Dann ist u konstant.

Satz 3.4 Sei D C R" ein Gebiet und u eine stetige Funktion auf dem Abschluss D, die
harmonisch auf D, sodass u(x) = 0 auf dem Rand 0D. Dann ist u(x) = 0 fiir alle x € D.

Satz 3.5 Sei u harmonisch in Br(x). Dann ist |0x,u(x)| < § maxj,_y—g [u(y)|-
Korollar 3.6 Jede auf ganz R" beschrinkte harmonische Funktion ist konstant.

6 Beweisideen
6.1 Fourierreihen

2min

Satz 1.2 [fue'T *

|ful = absolute Konvergenz, |f(x) — Lju<n f”ezn%"\ <
Yjnj=n [ fal = glm. Konv (nicht abh. von x), glm. Konvergenz stetiger Funktionen = f
ist stetig. Periodizitit einfach durch Einsetzen in die Reihendarstellung. Wir setzen die Rei-
hendarstellung von f in die Formel des Koeffizienten ein, tauschen Reihe und Integral (wegen
glm. Konv.) und erhalten mit L1.1 genau den Fourierkoeffizienten.

Satz 2.1 Mit Verschiebung der Integmtionsgrenzen und Variablensubst. erhalte f, =
-1 OL = *f(x+ L)dx. Schreibe fu = 3 (fu + fu) mit der normalen und der verschobe-

nen Darst. f ist stetig uuf einem ausreichend grofien kompakten Intervall = glm. st. Also wird
Vx € [0,L]Ve: |f(x) — f(x + £)| < e und somit |f,] < §

A Lebesgue-Integrationstheorie
A1 Das Lebesguesche Integral

Lemma 2.5 Sei f : E — C messbar. Dann ist |f| messbar und f ist genau dann integrierbar,
falls | f| integrierbar ist, d.h. wenn [ |f(x)|dx < co.

Satz 2.6 Seien f,g integrierbar, a, B € C. Dann gilt
(i) of + Bg ist integrierbar und [ af (x) + pg(x)dx = o [ f
(i) f<g = [pf(x)dx < [pg(x)dx,

(iii) f(x)=g(x)fii. = [pf(x)dx = [;g(x)dx

(i) [p|f(x)|dx =0 < f(x) =0fi,

@ | [p f(x)dx] < [ [f(x)]dx,

(vi) ist F C E messbar, so ist die Einschriinkung von f auf F ebenfalls integrierbar und es

gilt [ f(x)dx = ¢ f(x)xrp(x)dx,

(vii) ist f Rzemann—zntegnerhar auf [a,b] = f Lebesgue-integrierbar und das Lebesguesche
Integral stimmt mit dem Riemannschen iiberein,

(x)dx + B [ g(x)dx

(viii) fiir alle affinen Transformationen x — Ax + b von R" ist x — f(Ax +b) integrierbar
und es gilt [, f(x)dx = |det A| [, f(Ax + b)dx.

A.2 Konvergenzsitze

Satz 3.1 (MCT) Sei f; eine Folge integrierbarer Funktionen 0 < f;(x) < fii1(x) — f(x)
fiir i — oo Vx € E. Ist die Folge [, fi(x)dx beschriinkt, so ist f integrierbar und es gilt
lim; 0 fE fi(x)dx = fE f(x)dx

Satz 3.2 (DCT) Sei f; eine Folge integrierbarer Funktionen mit lim; o, fi(x) = f und es
existiert eine integrierbarer Funktion g mit |f;(x)| < g(x) Vi,x. Dann ist f integrierbar und

es gilt lim;_o [ fi(x)dx = [; f(x)dx
A.3 Der Satz von Fubini

Satz 4.1 (Fubini) Seien E C R" und F C R™ feste messbare Mengen. Sei f : Ex F — C
messbar. Ist f(x, )fm' alle x € E (bzw. f(-,y) fiir alle y € F) integrierbar, so ist die
Funktion y fE x,y)dx (bzw. x — [; f(x,y)dy) messbar. Existiert eins der Integrale

Jexe If@)1dx, [p (J |f(x,y)|dx) dy oder [ ([¢1f(x,y \dy) dx, so existieren sie alle drei
und es gilt [ p f(x)dx = [p (Jp f(x,y)dx)dy = [p (Jp f(x,y)dy) dx.

A4 [P-Riume

Lemma 5.1 LP(E) ist ein Vektorraum iiber C.

1
Satz 5.2 LP(E) mit Norm ||f||, = ([¢ |f(x)|Pdx)? ist ein normierter VR.

Definition 5.3 Eine (f;)2, in einem normierten Vektorraum V konvergiert gegen f € 'V,
falls limjeqo || fi — f|| = 0. Eine Folge heisst Cauchy-Folge, falls Ye > 0 3N > 0 mit
Ifi = fill < efiirallei,j > N. Ein normierter Vektorraum V heisst Banachraum, falls alle
Cauchy-Folgen in V konvergieren.

Satz 5.3 (Riesz-Fisher) Fiir alle p > 1 ist LP(E) ein Banachraum.
Definition 5.4 (Trdger) von f : E — Cist suppf = {x € E: f(x) # 0}.

Satz 5.4 (Co dicht in L?) Stetige Funktionen mit kompaktem Triiger sind dicht in L (E),
dh.Vf € LP(E) Ve > 0 3g € Co(E) mit || f — gll, <.



B Misc
B.1 Konvergenz, Mittelwertsatz

Definition (Konvergenz) Sei D C R" offen, f : D — R eine Funktion und (f,)n eine
Funktionenfolge mit f,, : D — R fiir alle n € IN. Falls

o Vx € D limy_yeo fu(x) = f(x) ist fu punktweise konvergent,
o lity seoSUP,cp | fu(x) — f(x)| = Oist f, gleichmiissig konvergent.

Anders ausgedriickt gilt (fu)y gleichmissig konvergent < VedN € NVn € N :
N = (Vx e D:|fu(x) — f(x)] <¢)).

Satz Falls (f,)n eine Folge stetiger Funktionen gleichmiissig gegen f konvergiert, dann ist f
stetig.

(n >

Satz (Mittelwertsatz) Sei f : U C R" — R diffb. Falls xo + th € U Vt € [0,1] und ein
h € R", dann existiert ein t; € (0,1), sodass f(xo +h) — f(x0) = 8,,f(x0 + tgh). Fiir

f:[a,b] = R, diffbar auf (a,b), existiert ein & € (a,b), sodass f' (&) = )J:(“)

B.2 Vertauschungssitze

Es wird vorrausgesetzt, dass alle Grenzwerte und Ableitungen existieren,
Funktionen integrierbar sind und die zu integrierende Gebiet schon sind.

L [0xfu(x)] < o0 = axann(x) :Znaxfn(x)
limy—se0 fu = f glm. = [Lufulx) =L, [ falx
limy—e fn = f glm. = hm,,_>oo ffn )dx = ff x)dx
otf (x, t) glm. stetig = Btj fxtdx_j otf(x,t)d
0< fu < furr, [ fu(x)dx <c = limpoeo [ fu(x)dx = [ f(x)dx
gell: [fultx)| <glx) = limyeo [ fu(x)dx = [ f(x)dx
JgelLl: \a,f(tx)\<g() = O [ f(t,x)dx = [0:f(t x)dx
feCy,s = O [ f(t,x)dx = [0:f(t x)dx
fP (Je lf(xy)ldx) dy < o = Je(Jefdx)dy = [; (Jp f dy)dx
B.3 Trigonometrie
. )] lmax ax=(2n+1)% 0 .
sin(ax) = {0 ax=2n+0)% =nm |-|max| cos(ax)
sinx = "‘X’zfﬂ‘x, cosx = %, sinhx = & ’2”7", coshx = %
Acosx + Bsinx = #e"’( + #e”‘x
sin? x 4+ cos? x =1 Sinercosx—i ix + 1= —ix cosh?x —sinh?x = 1

T+
sin(x £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y), sin2x = 2sinxcosx

cos(x + y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y), cos2x = cos? x — sin? x

sinxsiny = 1 (cos(x —y) — cos(x +y)), sin?(x) = (1 — cos(2x))

cosxcosy = 3 (cos(x —y) +cos(x +y)), cos?(x) = 1(1+ cos(2x))

sinxcosy = 1 (sin(x —y) +sin(x +y)), sinx cosx = 1 sin(2x)

tan x+tany
~ I-tanxtany”’

1+tan?x = —L

cosZx”’

tan(x +y) = (x,y) = cos(y)|x|ly|
B.4 Ungleichungen, Abschitzungen und other
[(w,0)| < llulllloll,  2lab] < |a]* + [b]?,
| Jp f(x)dx| < [g |f(x)]dx,

2

Faktorisierung ax? + bx = a(x + £)2 - &

%] = [yl < [x £y < [x] + [yl

14+x)">14nx, x>—-1, neN

, Cg (und somit auch Cy, C*®, C" Vn, CO) sind dicht in LP.

B.5 Integrale und Reihen

17qn{1 1 | | < l n
n kg 971 e )15 14 2% +1) = 2
=0 {n +1 g=1 + Li=od oo sonst kl;[o( )= 2K
n o nt1 o
e =Trotr logv) =T TR (-1)" = Iror i <1
sinx:Z;c’:U%xz”“:x—%S-&-... cosx:):ffo((z;;:‘x —1-Z 4.
_cos((n+m)x)_cos((n—m)x)+c 04 m
[ sin(nx) cos(mx)dx = 1 2(n+m) 2(n—m)
74—cos(2nx)+C n=nm
sin((n—m)x) sin((n+m)x)
- C +
[ sin(nx) sin(mx)dx = 2(n—m) 2(n+m) +C onAdm
+%F L sin(2nx) +C n=d+m

sin((n+m)x) | sin((n—m)x)
J cos(nx) cos(mx)dx = { 2(n+m) 2(n—m) +C oA dm
£+ Lsin(2nx) +C n==+m

fa+27rl/n
Ja

fOI" sin(nx) cos(mx)dx = Cépm, | € N

sin(nx)dx = f:+(21+1)n/n cos(nx)dx=0,a€R, I €N
J7 . sin(nx) cos(mx)dx = jbzn sin(nx) cos(mx)dx = 0

Jr e /adx = Jarn I

.2
e"/”dx:% an

B.6 Koordinatensysteme
Polarkoordinaten x = rcos¢, y = rsing, r = \/x2 + 1?2, ¢ = arctan(y/x) fiir x > 0,
0<r<oo,0<g<2m A=0a2+ 19, + 132,

Kugelkoordinaten x = rsinfcos ¢, y = rsinfsin ¢, z = rcosf

r:\/x2+y2+zz,9:arccos(f),q)farg(xy) 0<r<oo, 0<go<2ﬂ,0§9§71,

dV = 2drsin0dodg. A = 59,(29,) + ——9p(5in 09g) + 02

72sinf qmﬂ sin26 ¢

B.7 Ansitze

Integral HDI: Zu zeigen f(x) = [ g(x)dx, zeige & f(x) = g(x); definiere Integral als
neue Funktion, forme um und finde Gleichung fiirs Integral; Integral ableiten und mit PI

DGL herleiten 91 = [ goxf o affg=al = I=1Ipe"; f¢L! = konvergenzerzeu-

gender Faktor e~ %19, e=0%; Fubini; Integrand zu Ableitung einer Funktion umformen (z.B.
cosxsinx = ——E) cos?x); partielle Integration.
Fourierreihen Reihenansatz gleiches Format wie Reihe der Randbedingung; sin, cos in
exp-Darstellungen zerlegen; Reihendarstellung der Randbedingung einsetzen; PZB, Ge-
ometrische Reihe; Residuensatz; beachte n = 0.
Fouriertransformation Gaussfunktionen; Hermitefunktionen —als EV  der FT,

(P(x)e -/ 2)Mk):  P(x) als Linearkombination won Hermitepolynomen schreiben;
Residuensatz; Formel fiir rotationsinvariante Funktionen (beachte k = 0); gegeben f, zu
zeigen f = g: zeige alternativ g = f; beachte k = 0.

Fundamentallosungen Gleichung  Fouriertransformieren,
Residuensatz

fiir

Riicktransformation

PDE Periodische Funktion — FR; Separation probieren; Fouriertransformation in der Vari-
able, in der die Anfangsbedinungen gegeben sind.

B.8 PDEs

Schroedinger equation Falls ¢ die TISE Hipy = Ey mit Eigenwert E lost, so ist { =
e~ Bt/ My eine Losung der TDSE Hp(x, t) = ih S p(x, t).

Heat equation Ring (periodisch): Fourierreihenansatz, sonst allgemein R: Losung durch

Faltung Wiirmeleitungskern und Anfangsbedingung.

Wave equation Fouriertransformation der PDE, um eine DGL fiir f zu bekommen. Riick-
transformieren.

Saite Separation der Variablen, Losung als Superposition schreiben.

Membran Separation der Variablen, Koordinatentransformation zu Polarkoordinaten, Sepa-
ration der Variablen, Bessel-DGL erkennen, Randbedingungen durch Nullstellen der Bessel-
funktionen festsetzen.

Elektrostatik Transformation zu Kugelkoordinaten, Separation der Variablen, Kugelfunktio-
nen verwenden.

Dirichlet, Neumann Greensche Funktion aus Kapitel 5.3, Satz 3.1.

B.9 Multiple Choice

g(x) = sin®7(x) = ¥,z cne™. Richtig: 1) limy_, 1o n28|c,| — 0, da g € C®(R). 2
¢n = 0 fir n gerade. 3) copiy = —2729Y74, da sin® (x) = (5! (¥ — e7¥))217. Falsch:
H Y, czcn=1,daY,czcn = sin®7(0) = 0.

Richtig: 1) f ist stetig fiir alle f € L!. 2) Ist f gerade, so ist auch f gerade, da
el(2017—mxp—inx — (i(2017-2m)x 3y Wenn f(x) = 0 fir |x| > 1, dann ist f € C®(R).
Falsch: 4) f ist 27r-periodisch fiir alle f € L!.

Au =0 auf By (R3) mit u(x) = x3 fiir [x| = 1. Rlchtlg 1) 0 < u(x) <1 fiir alle x € By.
2) max{u(x),x € B} = 1. Falsch: 3) u(0) = 04) [ u(x)dx = 0.

0%u = 9su, u(0,x) = 1/(1+ x2)%. Richtig: 1) [ u(x,t)dx ist konstant in ¢ > 0. 2)
limy ot (k, t) = O ftir alle k # 0. Falsch: 3) u(x, t) = 0 far alle (x, t), sodass |x| > 1/t
4 0(—k,t) = —k,tfurallet > 0,k € R.

Sind zwei jeweilige Losungen eindeutig? Richtig: 1) Au(x) = 0,x € R3\ {0}, u
rotinv,, u(1,0,1) = 1, u(x) — 0 firr [x| — co. 2) Au(x) = 0,Vx € R"[x| < 1,
u(x) = 1Vx € R"|x| = 1. Falsch: 3) Au(x) = 0,x € R". 4) Au(x) =0Vx € R"|x| <1,
xVu(x) = 0Vx € R"|x| = 1.

f(x) = sin(x)e~". Richtig: 1) limy_, 100 0} f(k) = 0V € Zy. 2) f € L%, da f € #(R).
Falsch: 3) f(k) € RVk € R, da f ungerade. 4) f ist glatt mit kompaktem Triger, da
Jr cos(kx)e=*'dx > OVk € R.

flx) = e Richtig: 1) limy_, 1o, k" f(k) = 0. 2) f € C*®. 3) Es gibt eine holomorphe
Funktion F : C — C, so dass f(k) = F(k)Vk € R. Falsch: 4) f(0) = 0.

u(r,8,9) = TN __ a,rlY(0,¢). Richtig: 1) Au = 0. 2) [ps|u(x)dx =

21 T .
Z{io ):lmzfl |ul,m‘2- 3) ap, = ./0 " .]()7r Yl,m(el (p)u(l, 0, (P) sinfdfd¢. 4) Wenn a;,, = 0
fiir m # 0, dann ist u invariant unter Rotationen um die z-Achse.

Welche Reihe konvergiert? Richtig: 1) Y2,1227'P(x).
20 S Pi(). Falsch: 4) T2 0(—1)!Py(x).

Richtig: 1) [1, Pos(x)dx = 0, da (P, Pas) = 0. 2) (P, Py) = 0. Fal: 3) (P, P) = 1.
@(x)dx fir f €
LY(R), L?(R). Falsch: 3) ¢ — [ ¢ p(x)dx. 4) ¢ — sup, g ¢(x), da nicht linear.
Richtig: 1) x6'(x) = —46(x). 2) [ &' (x)@(x +a)dx = —&'(a). 3) 33|x| = 26'(x). 4)

x25' = 0. Falsch: 5) &' (2x) = 26'(x). 6) x5’ =0, da z.B. x8'[e=*"] = 5[(xe=)/] = —1.
7) 6(3x) = 36(x), da 6(3x) = $4(x). 8) ﬁ(k) =y® k', dad(k)=1.

2) Zfio Pn2 (x) 3)

Was definiert temperierte Distribution? Richtig: 1,2) ¢ — [p f(x)
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