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1 Komplexe Zahlen

Facts iiber C (C,+,-,0,1) ist ein (kommutativer) Korper. C ist voll-
standig, zusammenhédngend, lokal kompakt. Als metrischer Raum
ist (C, |- |) = (R2] - [eukiia)-

T=i ?2=-1 8=-i

f=-1 i=

i Pontenzen 1 i it =41

.57.

i Pontenzen 2 i° =i —i 8=41

1.1 Kartesische und polare Darstellung
C Addition zy +2zp = (x1 +x2) +i(y1 +y2)
C Multiplikation 1z -zp = (x1x0 — y1y2) +i(x1y2 + X211)

_ox—iy _ %

1_
C Inverse . = 2 2P

1 _ X — v —
z — xtiy T X242 x2+y?
Betrag |z| = |x +iy| = VzZ = /x2 + 12
Quadrat 2% = (x +iy)? = x> — ¥ + 2ixy,

aber |z|? = x% 4 y?

Komplexe Konjugation z = x +iy = x —iy

Komplexe Konjugation unter Addition z; +z; =7z7+2z;
Komplexe Konjugation unter Multiplikation z; -z, =27 -z
Real und Imaginirteil Rez=}(z+2) Imz= }(z—2)
Polardarstellung z = re?, wobei r = |z|, 6 = arctan(¥)
Kartesisch re® = x + iy, wobei x = rcosf, y = rsin6

1.2 Matrixdarstellung

x
y

0 -1
1 0

C Addition zj +zp — M(zy +22) = M(z1) + M(zp)

C Multiplikation zq-zy — M(z1 - 2p) = M(z1) - M(z3)
C Inverse z !+ M(z71) = M(z)™!

Betrag |z| — \/det M(z)

Komplexe Konjugation z — M(z) = M(z)

Definition z = x +iy — M(z) = ( _xy) € Matp»(RR)

Imaginire Einheit i — M(i) = ( ) € Matp»(R)

T

Komplexe Konjugation unter Addit. z; + z; — M(z;)T + M(z)T
Komplexe Konjugation unter Multip. z; -z, — M(z)TM(z)T
Rotation um 6 ist M(e™?)

2 Komplexe Differenziebarkeit

Sei f : U — C eine komplexwertige Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C.

Definition 2.1 (Komplexe Differenzierbarkeit) Die Funktion f ist kom-

plex differenzierbar in zo € U, falls der folgende Grenzwert existiert

1oy = i LB = f(z0) L fz4HR) — f(2)
f(zo)fhmiofhm#.

Z—20 zZ—2zp h—0

Im metrischen Raum (C,|-|) ist f komplex differenzierbar im Punkt
zg € U mit Ableitung f'(zo), falls fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert,
sodass fiir alle z € U\{zo} mit |z — zo| < 6 gilt

1y (2 = f(z0)
f'(z0) p—— <e.

Definition 2.2 (Analytizitit, Holomorphie) Die Funktion f ist ana-
lytisch auf U, falls f in jedem Punkt von U komplex differenzierbar ist
und die entstehende Funktion z v f'(z) stetig ist. Eine Funktion heisst

holomorph genau dann, wenn sie analytisch ist.

Lemma 2.3 (Kurven erhalten Ableitung) Sei ¢ : [—1,1] — U mit
7(0) = zg eine stetige einfache Kurve, d.h. -y ist eine stetige Funktion
und ist injektiv. Wenn f komplex differenzierbar im Punkt zy € U ist,
dann existiert der folgende Grenzwert und es gilt

fO) = f )
e e R A

Beispiel 2.4 (Analytischer Funktionen)
o Polynome, konvergente Potenzreihen, insbesondere e*, cos, sin
o Gleichmiissige Grenzwerte analytischer Funktionen
o Spezielle Funktionen wie die Gammafunktion T'(z) = [° e 't~ 1 dt
fiir Rez > 0 oder die Riemannsche Zetafunktion {(z) = Yo | L
fiirRez > 1.
Beispiel 2.5 (Nicht analytische FUnktionen)
o f(z) = [z["
Beispiel 2.6 (Komplexe Wurzel) Es existiert keine komplexe Wurzelfunk-
tion, d.h. f : C\{0} — C\{0} mit f2(z) = z.
3 Cauchy-Riemann Gleichungen

Theorem 3.1 (Analytizitit iiber Cauchy-Riemann Gleichungen) Sei
f = u+iv eine komplexwertige Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C C. Dann ist f analytisch auf U genau dann, wenn u und v stetig
differenzierbar sind und die Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillt sind

Oyt = dyv

(Cauchy-Riemann Gleichungen)

dyu = —0yD

Korollar 3.2 (Ableitung iiber Cauchy-Riemann Gleichungen) Ist f
komplex differenzierbar in zg € U, gilt

f'(z0) = 9xu(zo) +i0xv(z0) = dyv(zo) — idyu(zp).

Theorem 3.3 Sei U C C eine offene Teilmenge, zg € Uund f,g: U — C
komplex differenzierbar an der Stelle z.

(i) Dann ist f + ¢ : U — C an der Stelle zo komplex differenzierbar
und es gilt

(f +8)"(z0) = f'(20) + &' (20)-

(ii) Dann ist fg : U — C an der Stelle zg komplex differenzierbar und
es gilt

(f8)'(z0) = f'(z0)8(z0) + f(20)8' (20)-

(iii) Sei g(z) # 0 fiirallez € U. Dann ist f/g : U — C an der Stelle
zo komplex differenzierbar und es gilt

A\ F(208(z0) — f(20)8' (20)
(ZO) - ) .

8 §%(z0)

(iv) Seien U,V C C zwei offene Teilmengen und zg € U. Sei f : U — C
komplex differenzierbar an der Stelle zg, sodass f(U) C V, und sei
g V. — C komplex differenzierbar an der Stelle wy = f(zp).

Dann ist die Komposition go f : U — C an der Stelle zg komplex
differenzierbar und es gilt

(8 f) (20) = &' (f(20))f' (z0)-

4 Harmonische Funktionen

Definition 4.1 (Harmonische Funktionen) Eine Funktion f heisst har-
monisch, wenn sie zweimal differenzierbar ist und Af = 0 gilt. Der La-
place Operator A auf R? ist definiert als A = 92 + 8;.

Lemma 4.2 (Real- und Imaginirteil sind harmonisch) Sei f = u +
iv eine analytische Funktion auf einer offenen Teilmenge U C C. Dann
sind u und v harmonische Funktionen.

Proof Da f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt nach Cauchy-Riemann
d3u = 93,0 und Oju = —95,v. Dann ist d3u + dju = 0. O

Definition 4.3 (Konjugiert harmonische Funktion) Sei U C C offen
und u : U — R mit Au = 0. Dann heisst v : U — R mit Av = 0 die
konjugiert harmonische Funktion zu u, falls

f=u+iv:U—=C
analytisch auf U ist.

Beispiel 4.4 (1 ohne harmonisch Konjugierte) Fiir U = C\{0} gibt
es zu u(x,y) = log(x? + y?) keine harmonisch konjugierte Funktion. Hat
U keine Locher, besitzt aber jede harmonische Funktion eine harmonisch
konjugierte Funktion.



5 Jacobi-Matrix

Jacobi-Matrix einer komplexwertigen Funktion f = u +iv: U — C
mit u,v : U — R differenzierbar an der Stelle zy € U ist

Dftan) = (120) ).

vx(z0)  vy(z0)

Die Jacobi-Matrix erzeugt eine lineare Abbildung
Df(Zo) : TZO — Tf<20>,

wobei Tz, ~ R? der Tangentialraum im Punkt zy bezeichnet.

Lemma 5.1 (Jacobi-Matix analyt. Funktionen = Matrixdarstellung)
Sei f eine komplex differenzierbare Funktion. Dann ist die Jacobi-Matrix
gleich der Matrixdarstellung

Df (z0) = (”"(ZO) “y(zo)) _ (“x(Zo)

0x(z0)  vy(20) vx(zo)  ux(zo)

o) M),

6 Konformalitit

Definition 6.1 (Konformitit) Sei f eine stetig differenzierbare Funktion
auf einer offenen Teilmenge U C C. Dann ist f konform auf U, falls
detf > 0 und f winkeltreu in jedem Punkt z € U ist, d.h.

(Df(20)v,Df (z0)w) _ (v, w)
IDf (z0)o|IDf (z0)w|  [o][w]

fiir alle v,w € Ty, ~ R2.

Bildlich werden also Winkel durch konforme Abbildungen nicht ver-
zerrt.

Lemma 6.2 (Analytizitit und Konformitit) Sei f eine stetig differen-
zierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C C. Dann ist f konform
auf U genau dann, wenn f analytisch auf U mit f' nie O ist. Fiir analyti-
sche f ist detDf (z) = |f'(z)|* > 0.

Beispiel 6.3 f(z) = Z ist winkeltreu, aber nicht konform, weil detDf =
-1
7 Polynome

Lemma 7.1 Die konstanten Funktionen f : C — C mit f'(z) = 0, die
Hdentitit f : C — C mit f'(z) = 1 und polynomiale Funktionen f(z) =
i axZk mit f'(z) = Y4 kayzk =  und ag, ..., a, € C sind analytisch.

Lemma 8.4 (Umkehrsatz) Sei f : U — C eine analytische Funktion
und sei p € U mit f(p) = qund f'(p) # 0. Dann existieren eine offene
Teilmenge W C C mit g € W und eine analytische Umkehrfunktion g :
W — U, sodass

(fog)z) =z VzeW

9 Rationale Funktionen

Definition 9.1 (Rationale Funktion) Sei U C C offen, f(z) = 1 :

z

C\{0} — C und seien f(z),g(z) Polynome mit ¢ : U — C\{0}. De-

finiere @ = hog: U — C. Dann nennt man die Funktion f - % =
g% : U — C rationale Funktion.

10 Potenzreihen

Definition 10.1 (Konvergenzradius) 0 < R < oo einer Potenzreihe
Yreo azk mit komplexen Koeffizienten ag, ay, . . . ist definiert als

1
~ = limsup |a|'/*.
R k—o0

Lemma 10.2 (Quotientenkriterium) Sei Y a,z" eine Potenzreihe mit
ay # 0 fiir i > 0. Falls der Grenzwert existiert, gilt dann

R = lim

n—oo

An41
Theorem 10.3 (Abel, Konvergenz von Potenzreihen) Sei f(z) = Y ;2 a;z
eine Potenzreihe mit § = limsupy_, ., |ax|'/¥. Dann ist
(i) f(z) konvergent fiir |z| < R,
(ii) f(z) gleichmiissig konvergent auf B(0, p) fiir p < R,
(iii) f(z) nicht konvergent fiir |z| > R.

Lemma 10.4 Da (C,| - |) vollstindig ist, impliziert Y3, |axl¥| < oo,
dass die Potenzreihe f(z) konvergent in z = { ist.

Proof Zeige Cauchy-Kriterium. O

Theorem 10.5 (Analytizitit und Ableitung von Potenzreihen) Sei f(z) =
Yiro ayz* eine Potenzreihe mit einem Konvergenzradius R > 0. Dann

(i) ist f analytisch auf B(0, R),

(ii) hat die Potenzreihe } 32 kayzF—1 Konvergenzradius R,

Theorem 7.2 (Analytizitit und Ableitung von Polynomen) Seien f,g (iii) ist f'() = Lo o kax(* 1 fiir { € B(O, R).

analytische Funktionen auf einer offenen Teilmenge U C C. Dann ist
(i) f+ g analytisch auf U mit (f +¢) = f' + ¢,
(ii) f- g analytisch auf U mit (f-g) = f'g+ fg'.
Proof Mit Definition. O

Korollar 7.3 Sei f(z) ein Polynom. Dann gilt
ARef(x+iy) =0 wund Almf(x+iy)=0.

Real- und Imagindrteil analytischer Funktionen sind harmonisch, d.h. La-
place Re/ Im f(x+iy)=0

8 Eigenschaften analytischer Funktionen

Lemma 8.1 (Konstanz iiber Ableitung) Sei f eine analytische Funkti-
on auf einer offenen zusammenhiingenden Teilmenge U C C mit f'(z) =0
fiir alle z € U. Dann ist f konstant.

Lemma 8.2 (Kettenregel iiber Kurven) Sei f eine analytische Funkti-
on auf einer offenen Teilmenge U C C. Sei vy : [0,1] — U C C differen-
zierbar. Dann gilt die Kettenregel 9 f (y(t)) = f'(v(t)) - 7' (t).

Lemma 8.3 (Kettenregel) Seien U,V C C offene Teilmengen und g :
U—V,f:V — Canalytische Funktionen. Dann ist fog : U — C
analytisch und die Kettenregel ist erfiillt

(fog) =(fog)-g.

Proof (ii) berechne log R fiir f und £ (i), (iii) Teile f auf in ersten S,
und restliche Reihenglieder R,, und zeige, dass |Definition Ableitung
von f—Ableitung von f| < |setze Aufteilung von f ein —S), + S}, —
Ableitung | < |Definition Ableitung S, — S},| + |Definition Ableitung
Ry| + |S),—Ableitung von f| klein ist. O

Korollar 10.6 Ist f analytisch mit Konvergenzradius R, dann sind auch
ff", f", ... analytisch auf B(0, R). Damit ist f(z) = Yp_, a2k unend-
lich oft differenzierbar und es gilt 97 f (0) = nla,.



11 Exponentialfunktion, Sinus, Kosinus, Logarithmus 13 Kurven und Kurvenintegrale

Definition 11.1 (Exponentialfunktion, Sinus, Kosinus) Die Exponen- Definition 13.1 (Kurven) Wir definieren die folgenden Kurven.

tialfunktion ist definiert als

ok ZZ

Weiters definieren wir

elZ _;'_e*lZ
und cosz = ———.

sz — T 2

Lemma 11.2 Die Exponentialfunktion hat Konvergenzradius R = oco.

Proof limsupkﬁm(%)l/k < limsup_, % =0 O

Theorem 11.3 (Eigenschaften von exp, sin, cos)
(i) exp, sin, cos sind analytisch auf C
(ii) d;expz = exp, 0;sinz = cosz, d; cOsz = — sinz
(iii) exp(z1 +z2) = exp(z1) - exp(z) fiir z1,2p € C
(iv) exp(z) : C — C\{0}
(v) exp ist konform auf C, da exp’(z) = exp(z) # 0 fiirz € C
(vi) z€ R = sinz,cosz € R
12 Algebra von Potenzreihen

Existenz Sei f eine analytische Funktion in einer Umgebung von
0 € C. Es gibt eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten und
einem positiven Konvergenzradius Y ;7 1z, die f darstellt.

Analytizitat Sei) akzk eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizi-
enten und einem positiven Konvergenzradius. Die Funktion f(z) =
Yo a;zF ist analytisch innerhalb des Konvergenzradius.

Eindeutigkeit 1 Seien f, g zwei analytische Funktionen, deren Po-
tenzreihenentwicklungen im Punkt 0 € C gleich sind. Dann haben
wir f = g in einer Umgebung von 0 € C.

Eindeutigkeit 2 Seien } ;7 , azK und Yo byz* zwei Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien, die die gleiche Funktion in einer
Umgebung von 0 € C darstellen. Dann haben wir a; = by fiir alle k
vom Satz von Abel.

Seien f(z) = Y32 az" und g(z) = Yiro bz zwei Potenzreihen mit
positiven Konvergenzradien.

Addition/ Subtraktion von Potenzreihen

(f £8)(z) = L olax £ br)z

Multiplikation von Potenzreihen (Cauchy-Produkt)

(f - 8)(z) = L2 o2k mit o = T arbey

Inversion von Potenzreihen Wenn ay # 0, ist f(z) = Y32, mzk =
a (1 +Yo Z—gzk) mit ag # 0. Dann ist

2
BRI N P RN S Ok k)
@ | (,ano )+(k§0ao )

Division von Potenzreihen Wenn by # 0, konnen wir dividieren

f(z) 1
= Z)——— =
REREARE
ag  agby —aiby agboby — aob% + a1bgby — azb%
— — z— zc+ ...
) b3 b
Wenn by = 0 ist, ist % nicht immer eine analytische Funktion in

einer Umgebung von 0 € C.

(i) Eine stetige Kurve ist eine stetige Funktion vy : [a,b] — C. Die
Orientierung der Kurve ist von «y(a) nach y(b).

(ii) Eine differenzierbare Kurve ist eine differenzierbare Funktion vy :
[a,b] — C mit Ableitung «' : [a,b] — C.

(iii) Eine C' Kurve ist cine stetig differenzierbare Funktion <y : [a,b] —
C mit stetiger Ableitung ' : [a,b] — C.

(iv) Eine stiickweise C' Kurve ist eine stetige Funktion v : [a,b] — C
mit endlicher Zerlegqung a = ay < a7 < ... < a,_1 < ay = b,
sodass die Einschrinkungen v; : [a;,a;41] — U Cl-Kurven sind
mit yi(a;) = Yiy1(a;)-

Eine Kurve bezeichnet eine C' Kurve.

Definition 13.2 (Kurvenintegral) Sei U C C eine offene Teilmenge, f :
U — C eine stetige Funktion und vy : [a,b] — U eine Kurve. Wir definie-
ren das Kurvenintegral iiber f entlang vy als

b
[ f@dz= [ v+ (1) a.
Joy a

Fiir eine stiickweise C'-Kurve « : [a,b] — U definieren wir das Kurvenin-
tegral tiber f entlang -y als

/ f@dz=Y [ fz)de.
Sy i=177i

Theorem 13.3 (Kurvenintegral von z") Das Kurvenintegral iiber z" ent-
lang des Kreises vy ist

/z”dz:{o )
Jy, 27ti

Korollar 13.4 (Nicht-Existenz eines Logarithmus auf C) Es existiert
keine Funktion F : C\{0} — C mit Ableitung F' = 1.

n# -1,

n=-—1.

Proof Andernfalls wire | N % dz =0. O

14 Umparametrisierung

Definition 14.1 (Umparametrisierung) von [a,b] ist eine stetig diffe-
renzierbare Funktion ¢ : [a,b] — [a, b], sodass ¢(a) = a,¢(b) = b,¢'(t) >
0 fiir alle t € [4, b].

Theorem 14.2 (Unabhingigkeit von Parametrisierung) Das Kurven-
integral ist unabhingig von der Parametrisierung

%f(z)dz = /ﬁf(z)dz

15 Berechnung der Linge

Definition 15.1 (Linge einer Kurve) Sei 7y : [a,b] — U eine Kurve.
Wir definieren die Linge von <y als

= [ o)l

Fiir eine stiickweise C'-Kurve y : [a,b] — U definieren wir die Linge von
v als

=

Iv) =,

1

1(vi)-
1

Lemma 15.2 (Standardabschitzung) Seien f : U — C eine stetige
Funktion und <y : [a,b] — U eine Kurve. Sei M das Maximum von

[f(v())] fiir t € [a,b]. Dann gilt

| fe)de| < M1,




16 Der Cauchysche Integralsatz

Theorem 16.1 (Cauchy 1) Sei U C C eine offene Teilmenge und Q C C
eine achsenparallele abgeschlossene Rechtecksfliche vom Umfang 1, die ganz
in U liegt. Sei 0Q : [0,1] — C eine Randkurve mit positiver Orientierung
und Linge I. Dann gilt fiir eine komplex differenzierbare Funktion f : U —
C

Jro f(z)dz=0.
Theorem 16.2 (Cauchy 2) Sei U C C eine offene Teilmenge und Q C C
eine achsenparallele abgeschlossene Rechtecksfliche vom Umfang 1, die ganz
in U liegt. Sei 0Q : [0,1] — C eine Randkurve mit positiver Orientierung
und Linge 1. Sei ¢ : Q — U eine C'-Abbildung. Dann gilt fiir eine
komplex differenzierbare Funktion f : U — C

¢Oan(z) dz =0.

Theorem 16.3 (Cauchy 3) Seien B(zo,R) C C der abgeschlossene Ball
mit Radius R und 9B(zg,R) : [0,271] — B(zg,R) die Randkurve mit
positiver Orientierung. Sei U C C eine offene Teilmenge mit B(zg, R) C U
und sei f : U — C eine komplex differenzierbare Funktion. Dann gilt

dz =0.
/aB(Z(),R)f(Z) z

Korollar 16.4 Sei vy : [a,b] — C eine geschlossene C'-Kurve, d.h. y(a) =
v(b). Sei f : C — C eine komplex differenzierbare Funktion. Dann gilt

Af(z)dz:o.

17 Homotopie von Kurven

Definition 17.1 (Homotopie) Sei U C C eine offene Teilmenge mit p, q €
U. Seien «y,% : [0,1] — U zwei C'-Kurven mit y(0) = §(0) = p und
(1) = 4(1) = q. Eine C'-Homotopie in U zwischen y und 4 ist eine
C'-Funktion ¢ : [0,1] x [0,1] — U, sodass fiir alle s, t € [0,1] gilt

¢(s,0)=p, ¢(s1)=q, ¢ =70), @11 =70
18 Die Cauchyformel

Theorem 18.1 (Cauchyformel) Sei U C C eine offene Teilmenge mit

B(zo,R) C U und sei f : U — C eine komplex differenzierbare Funktion.
Fiir a € B(zg, R) haben wir

_ 1 f(z)
T 2mi /\z7z0|=R z—a
f(a) = % /\zfzo|:R (z {f))”“ dz.

19 Der Mittelwertsatz

f(a) dz,

Theorem 19.1 (Mittelwertsatz, Funktion durch Randwerte bestimmt)

Sei U C C eine offene Teilmenge mit B(zp,R) C U und sei f : U — C
eine komplex differenzierbare Funktion. Dann ist der Wert f(zq) ist der
Mittelwert der Funktionswerte auf dem Rand des Kreises

1 21 .
flzo) = 5= [ flzo+Re")at
20 Die Potenzreihenentwicklung

Theorem 20.1 (Potenzreihenentwicklung) Sei U C C eine offene Teil-
menge und sei f : U — C eine komplex differenzierbare Funktion. Dann
gibt es fiir zg € U genau ein Potenzreihe

= K
Y ap(z — zo)
=0

mit positiven Konvergenzradius, die in einer Umgebung von zq die Funkti-
on f darstellt. Die Koeffizienten ergeben sich als

f@) L Pl

(z — zo)k+1 k!

= o /
k= 271 . |z—z9|=R

Theorem 20.2 (Taylor) Sei U C C offen, f : U — C analytisch, zy € U
und r > 0, sodass B,(zg) C U. Dann gilt:

o Fiir jedes n € IN existiert eine analytische Funktion f, : U — C,
sodass

n—1 f(k) %
f(z) = k;) S (2= 20)" + fu(2)(z = 2)"

ist fiir alle z € U.
o Sei f, wie oben. Dan gilt

ful2) = [

fiir jedes z € By(zo) und insbesondere fy(zo) = )/t Ist 0 <
R < rund yg(t) := zo + R¥™ fiir 0 < t < 1, dann gilt

T(a—prt

(1’1 — 1)! f(”)(ZO + t(Z - ZO)) dt

Fulz) = 1 f(w) dw

T 27T oy w—29)"(w — z)

fiir jedes z € Bgr(zp).

o Sei p der Konvergenzradius der Taylorreihe. Dann ist p > r und

i f(n)(ZO) (Z o Zo)n

fiir jedes z € By (zp).

Theorem 20.3 (Goursat) Sei f : U — C eine komplex differenzierbare
Funktion auf einer offenen Teilmenge U C C. Dann ist f unendlich oft
differenzierbar.

Korollar 20.4 Eine Funktion f ist komplex differenzierbar auf U genau
dann, wenn f analytisch auf U ist.

Theorem 20.5 (Cauchysche Abschitzung fiir Potenzreihen) Sei U C
C eine offene Teilmenge und f : U — C eine analytische Funktion. Sei
|f(z)| < M fiir alle z € dB(zg, R). Dann gilt

Proof Standardabschidtzung und Formel fiir Koeffizienten aus der
Cauchyformel. O

Definition 20.6 (Ganze Funktionen) sind analytische Fkt. f : C — C.
Theorem 20.7 (Liouville) Jede beschriinkte ganze Funktion ist konstant.
Proof Cauchy Abschidtzung mit R — co. O
21 Nullstellen

Voriiberlegungen Sei f : U — C eine analytische Funktion auf
einer offenen Teilmenge U C C und zy € U ein Punkt mit f(z) = 0.
Wir nehmen an, dass f nicht konstant in der Nahe von zj ist. Dann
sind nicht alle a; = 0.

Definition 21.1 (Ordnung einer Nullstelle) ist das kleinste n > 1 mit
ay # 0. Anders ausgedriickt ist ein Punkt zy € U eine Nullstelle mit
Ordnung n > 0 von f, falls 3" f (z9) # 0, aber 3 f(zg) = 0 fiir 0 < k <
n.

Lemma 21.2 Ist zg € U eine Nullstelle mit Ordnung n > 0, dann ist
f(zo) = 0 und f ist nicht konstant in der Nihe von z.

Theorem 21.3 (Darstellung einer Funktion um eine Nullstelle) Sei
zq eine Nullstelle einer analytischen Funktion f : U — C mit Ordnung
n > 0. Dann existiert eine analytische Funktion § : W — C definiert in
einer Umgebung W C U von zg mit

f(z) = 8(2)"

Korollar 21.4 Es existiert eine offene Teilmenge U C U, sodass zy € U
und g : U — ¢(U) bijektiv ist mit g(U) C C.

Vz € W.



Korollar 21.5 (Nullstellen sind isoliert) Sei zg eine Nullstelle einer ana- 24 Laurentreihen

lytischen Funktion f : U — C mit Ordnung n > 0. Dann ist zy eine
isolierte Nullstelle und f(U) enthilt eine offene Umgebung um 0, d.h. es
existiert ein € > 0 mit Be(z9) C U, sodass

= () #0.

Korollar 21.6 Sei f : U — C eine analytische Funktion auf einer offenen
zusammenhingenden Teilmenge U C C. Falls es eine nicht-leere offene
Teilmenge W C U gibt mit f konstant auf W, dann ist f konstant auf U.

0<|z—zo| <e¢

Theorem 21.7 (Gebietstreue) Sei U C C eine offene und zusammenhin-
gende Teilmenge und sei f : U — C eine nicht-konstante analytische
Funktion. Dann ist f(U) C C eine offene Teilmenge.

Theorem 21.8 (Maximumsprinzip) (i) Sei U C C eine offene und

Definition 24.1 (Laurentreihe) f(z) im Punkt zy € C besteht aus den
zwei Potenzreihen

(o)

+ Z ar(z — zo)k.

k=0

f(z) = i a_(z—z9) 7k
=1

Wir bezeichnen die erste Potenzreihe Y ;2 1 a_j(z — z0) K als den Haupt-
teil, die zweite Potenzreihe Y 3. o a(z — 20)X als den Nebenteil der Lau-
rentreihe.

Konvergenz Seien R_ der Konvergenzradius des Haupteils und R
der Konvergenzradius des Nebenteils der Laurentreihe. Fiir R% <

R_ und Ry < Ry ist die Laurentreihe konvergent auf B(0, Ry, Rp),

zusammenhiingende Teilmenge und sei f : U — C eine nicht-konstantewobei 0 < R; < Ry < oo reelle Zahlen sind.

analytische Funktion. Dann hat die Funktion U — R : z — |f(z)]
kein Maximum in U.

(i) Sei U C C eine beschriinkte offene Teilmenge und f : U — C eine
stetige Funktion deren Einschrinkung auf U analytisch ist. Dann
gilt

max = maX .
x| | = max| |

Proof Gebietstreue, offene Mengen besitzen kein Betragsmaximum.[]

Theorem 21.9 (Schwarzsches Lemma) Sei f : B(0,1) — B(0,1) eine
nicht-konstante analytische Funktion mit f(0) = 0. Dann gilt

(i) |f(2)| < |z| fiir alle z € B(0,1),

(i) |f(0)] < 1.
Existiert dazu ein zg € B(0,1)\{0} mit |f(zo)| = |zo| oder |f'(0)] =1,
so existiert ein 0 € R, sodass fiir alle z € B(0,1)

f(z) = ze.

Theorem 21.10 (Identitédtssatz) Sei U C C offen und zusammenhingend.

Zwei analytische Funktionen f,g : U — C, die auf einer Teilmenge S C U
mit Hiaufungspunkt in U tibereinstimmen, stimmen auf ganz U iiberein.

Proof h = f —g, h|s = 0, Unterscheidung / konstant/ nicht kon-
stant. Ang. h nicht konstant, ist & nicht konstant um zy (U zusam-
menhingend) und damit Nullstelle bei zj isoliert. g

22 Satz von Morera

Theorem 22.1 (Morera) Sei U C C eine offene Teilmenge und sei f :
U — C eine stetige Funktion. Wenn fiir alle geschlossenen Dreiecksflichen
A C U gilt

a.Af(z)dz:O

dann ist f analytisch auf U.

Theorem 22.2 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) Sei D ein zur re-
ellen Achse symmetrisches Gebiet (d.h. z € D genau dann, wenn z € D).
Weiter sei Dy = {z € D: Imz > 0} , D_ = {z € D: Imz < 0}
und Dg = DNR. Ist f: D4+ UDy — C stetig, f|D analytisch und
f(Dg) C R, dann ist die durch

B f(z) fiirz € Dy UDy
f(z) {

f&) firzeD_
definierte Funktion f: D — C analytisch.
23 Polynome
Definition 23.1 Ein Polynom f
f(z) =anz" +a,_12" 1. aiztag

hat Grad n, wenn a, # 0 gilt. Das Polynom f heisst normiert, wenn
a, =1 gilt.

Theorem 24.2 (Laurentreihenentwicklung) Es gibt genau eine konver-
gente Kaurentreihe auf B(zg, R1, Ry), die die Funktion f darstellt.

Theorem 24.3 (Laurent) Seien a € C und 0 < Ry < Ry < oo gegeben.
Sei U C C der offene Kreisring

U:={ze€C:Ry<|zg—a|l <Ry}

und f : U — C eine analytische Funktion. Dann gilt:
(i) Es gibt eine Familie komplexer Zahlen cy € C, k € Z, sodass

|17k 1

limsup |c_x <Ry <Ry < =
limsupy_,, [cx[V/*

k—o0

und fiir alle z € U

(o)

Z ce(z — a)k

k=—co

f(2)

mit glm. Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge von U.
(ii) Die Koeffizienten cy sind eindeutig bestimmt und es gilt
el [ SO
k 27t Yr (Z — {Z)k+1

fiir k € Z und Ry < r < Ry, wobei 7, : [0,1] — U durch 7,(t) :
a+re?™ fiir 0 < t < 1 definiert ist.

dz

Theorem 24.4 (Cauchysche Abschitzung fiir Larentreihen) SeiR €
[R1,Ry] und sei | f(z)| < M fiir alle z € 9B(zp, R). Dann gilt

lag| < RE®
Proof Standardabschitzung und Cauchyformel fiir Koeffizienten.[

25 Isolierte Singularidten

Definition 25.1 (Isolierte Singularidten) Sei U C C eine offene Teil-
menge mit zg € U und sei f : U\{zp} — C eine analytische Funktion.
Die isolierte Singularitit zg ist

(i) eine hebbare Singularitit, falls a; = O fiir alle k < 0, oder alterna-
tiv, wenn lim, 5, (z — zg) f(z) = 0.

(ii) ein Pol der Ordnung n, falls es ein n > 0 gibt mit a_,, # 0 und aus
I < —n folgt, dass a; = 0 ist oder alternativ, wenn lim,_,,, f(z) =
co. Wir sagen, dass f auf U meromorph ist.

(iii) wesentliche Singularitit, falls a, # 0 unendlich oft fiir n < 0.

Definition 25.2 (Meromorphie) Ist eine Funktion f bis auf Pole analy-
tisch auf U, so heisst sie meromorph.

Heben hebbarer Singularititen Sei zo ein hebbarer Poly von f.
Definiere f : U — C als

flungzy = f(z0) = ao.

Weil die Potenzreihe Y3 ; a;z* konvergent ist und f auf B(zo, ¢) dar-

Theorem 23.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad stellt, ist f analytisch auf B(zg, ¢). f ist analytisch auf U\{z}, weil f

> 1 hat mindestens eine Nulstelle in C.

dort analytisch ist. Deshalb ist f analytisch.



Zerlegung von Polen Sei zy ein Pol der Ordnung #n von f. Dann
kénnen wir fiir 0 < |z — zg| < € schreiben

z fee]
£ 5@ = Lo

f(z) =

mit g analytisch auf B(zg, €).
Beispiel 25.3 (Hebbare Singularititen)

cosz—1 ino

-1 1 H
.TU’IO L] 22 .mlno

Beispiel 25.4 (Pole, meromorphe Funktionen)

o z " in 0 mit Ordnung n

o Singularititen rationaler Funktionen nie wesentlich
Beispiel 25.5 (Wesentliche Singularitit)

o z—exp(£1/z")in0

Theorem 25.6 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Sei U C C eine of-
fene Teilmenge mit zg € U und sei f : U\{zg} — C eine analytische
Funktion. Wenn es ein € und M gibt, sodass

0<l|z—z| <e = |f(z)| <M,
dann ist die isolierte Singularitiit zo hebbar.

Proof Annahmen zeigen, dass fiir kleine R f beschrankt ist, dann
Cauchy-Abschétzung. O

Theorem 25.7 (Casorati-Weierstrass) Sei U C C eine offene Teilmenge
mit zo und sei f : U\{zo} — C eine analytische Funktion. Sei zo eine
wesentliche Singularitit von f. Dann ist fiir jede offene Teilmenge

WR = B(zo, R) N (U\{z0}) C U\{z0}
f(WR) offen und dicht in C.
26 Der Residuensatz

Theorem 26.1 (Residuensatz) Sei U C C offen und zusammenhingend.
Essei f : U — C eine bis auf isolierte Singularititen in U analytische
Funktion und S C U die Menge dieser Singularititen. Sei ferner -y ein Zy-
kel in U, der S nicht trifft und keinen Punkt ausserhalb U umliuft. Dann
umliuft v nur endlich viele Punkte aus S und es gilt die Residuenformel

/7 f(z)dz =271 ¥ vy (a)Res, f.

aEes

Definition 26.2 (Residuum) von f in der isolierten Singularitit z ist

Res;, (f) =a_1.

Lemma 26.3 Fiir hebbare Singularitiiten ist das Residuum Null. Fiir alle
isolierten Singularititen zo haben wir fiir & klein

1
= /‘HO‘Z(S f(z) dz.

Lemma 26.4 (Berechnung von Residuen) Hat f(z) bei zy einen Pol
hochstens k-ter Ordnung und

ReSZO (f )

(i) ord(f,zo) > —1, dann gilt

Res,,f = lim (z = 20)f(2)

(ii) ord(f,zg) = —k, dann gilt

1
—1)!

Resaof(2) = gyt lalz—20)£(2)

(iii) f holomorph an zy (insbesondere f = 1) und hat g eine einfache
Nullstelle in zg, dann gilt

e (])-

(iv) ord(f,zo) = —1 und g holomorph auf Be(zg), dann gilt
Ress, (fg) = 8(z0)Resz, f

f(z0)
' (zo0)

(v) Resz, f' =0

(vi) Fiir gerade f ist Resof(z) = 0.
Theorem 26.5 (Prinzip vom Argument) Sei U C C einfach zusammen-
hingend, f auf U meromorph mit Nullstellen «y,...,a, € U und Pol-

stellen ay,...,a, € U. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve vy, die
{o1,...,am,a1,...,a,} nicht trifft

1 4 - N ord(F a4 S ord(Fa

27 Der Residuenkalkiil
271 Typl

Theorem 27.1 (Typ I) Sei S(x) eine reelle rationale Funktion ohne Pole
in R mit deg(S) < —2. Dann ist

/jo S(x)dx =2mi ) Res(S(z),b).

Imb>0

Strategie Integration der Funktion S(z) tiber den Hilfsweg v und
Grenzwertiibergang R — co. Dabei gilt

[HS(Z)dz — /j;S(x)dx

und
/ S(z)dz — 0,
Jya

weil |S(z)| < C‘Z% fiir grosse |z|.

A
Q

272 Typ Il

Theorem 27.2 (Typ II) Sei S(x) eine reelle rationale Funktion ohne Pole
in R mit deg(S) < —2. Dann ist

/OO S(x)e™dx =2mi Y Res(S(z)e,b).

- Imb>0
und daher
/ S(x) cos(x)dx = Re 27mi ) Res(S(z)e'?, b)
- Imb>0
S(x)sin(x)dx = Im 27i ) Res(S(z)e?, b).

Imb>0



Strategie (genauso wie bei Typ I) Integration der Funktion S(z)e’?
iiber den Hilfsweg v und Grenzwertiibergang R — co. Dabei gilt

/ S(z)e? dz — /Oo S(x)e™* dx
T —

und
/ S(z)e*dz — 0,
72

weil |S(z)| < C# fiir grosse |z| und |¢'?| < 1 fiir Imz > 0.
27.3 Typ III

Theorem 27.3 (Typ III) Sei S(x) eine reelle rationale Funktion ohne Pole
in |0, co[ mit deg(S) < —2 und hichstens einem einfachen Pol in 0. Sei
0 <a < 1. Dann ist

/Ooo x"S(x)dx =

27t

) Res(S(z),b).

__ p2mia
1—e b0

Strategie Integration der Funktion z”S(z) tiber den Schliissellochweg
v und Grenzwertiibergang R — oo, ¢,r — 0. Wir verwenden den
Zweig

20 — paIn(|z])+iaarg(z)

auf C \ R>( mit arg(z) € (0,2n).

Dabei gilt
/Z”S(z)dz%/ x*S(x) dx
M 0

und -
/ 2°5(z) dz — —eZ”i”/ xS (x) dx
73 0

weil z* an der Linie [0,00] um den Faktor ¢?™# springt.

Die Standardabschdtzungen liefern

/ zS(z)dz — 0 und z%S(z) dz — 0.
T2

T4
274 Typ IV

Theorem 27.4 (Typ IV) Sei R(x,y) eine rationale Funktion. Dann kinnen
wir Integrale der Form fozn R(cos(t), sin(t)) dt mit der Substitution z =
e’ auf komplexe Kurvenintegrale von rationalen Funktionen iiber den Ein-

heitskreis zuriickfiihren. Es gilt:
2 . B z+1/z z—1/z\ 1
/0 R(cos(), sin(t)) dt = / R( S ) —dz

|z|=1

Beispiel 27.5 Sei a > 1. Dann ist

27 1 1
) mdt:z/m:l@ z
2 dz
i /|Z|:1 22420z +1
1
(Z—zl)(Z—Zz)’Zl)

1 i

= 47 Res <

27T
2 -1

wobei z1 = —a+ Va2 —1und zp = —a —

a2 —1.

In vielen Féllen muss man diese Strategien anpassen.

Beispiel 27.6 Wir wollen

dx

/'°° sin(x)

0 X

berechnen. Die Funktion % hat aber einen einfachen Pol in 0. Deshalb

wihlen wir einen Integrationsweg, der 0 in einem kleinen Halbkreis um-

geht.

Beim Grenzwertiibergang R — oo, r — 0 erhalten wir

/ i dz — 2i /C>o sin(x) dx.
Jytr 2 Jo X

In einer Umgebung von 0 kénnen wir % =1+ ¢(z) mit g(z) analy-

tisch um 0 schreiben. Also

iz 1
/e—dz:/ -+
n Z 1z

Durch Parametrisierung 3 (t) = Re'* und mithilfe von z—nt < sin(t)
fiir 0 < t < 71/2 zeigt man f% % dz — 0. Also fooo dx =

/ g(z) » —mi+0.
m

sinx s
x 2"

28 Riemannscher Abbildungssatz
Definition 28.1 (Biholomorphie) Eine biholomorphe oder schlichte Ab-

bildung ist eine bijektive analytische Abbildung mit analytischer Umbkehr-
abbildung.

Definition 28.2 (Mé6biustransformation) sind Funktionen der Form

az+b
}_>
cz+d

mita,b,c,d € C.

Konkrete Mgbiustransformation ¢); mit ¢p1(z1) =0, ppr(z2) =1,
¢m(z3) = oo fiir verschiedene z7, 25, z3 € C ist gegeben durch

_Z—21Zp—23

Pm(2)

T z—z320—21

Drehung um Winkel ¢ in mathematisch positive Richtung sind z —
¢'?z. Zum Beispiel z — iz Drehung um 90° gegen Uhrzeigersinn.

Sektoren mit Offnungswinkel a und ‘Winkel zur reellen Achse ¢.
Drehung auf reelle Achse iiber z — e~ ¢z, Offnung auf ganz H mit
z =zt

2) Sel:+om: 711_ 3
P Cavyiey
i Ngi S i ~ 231 ——>B,0
) (af=1
R g Py
! D) /Y,ﬂe.'f {O< 4{2)<-(I T(;{ -
(4.2‘) —C

Insdsamt qlso 2 F—> (A, + <

Streifen konnen mit z +— ez um Winkel ¢ gedreht werden und
mit z — z £ ¢ um c verschoben werden. e*



A Misc
A.1 Funktionen

N Definition exp: C — C\{0} : z — &% = e¥el¥

exe
‘ G T 1T . ~ 1.2 3
ZZZZIM_> ! ‘j S Reihe Y oG =14z+ 124+ 128+ L4+ 0(2P)
Konvergenzradius R = oo, analytisch auf ganz C
2 - B T /Q)_(_K> g y g
: Nullstellen @
Singularitdten eine wesentliche bei x — o
Eﬁf—- 2 t ‘ il S/1/B surjektiv, aber nicht injektiv
= ~> mig) =
& AN F ST ,
t? —"//7 &)=~ 1 -« Periodizitit 2m-periodisch, d.h. e 21kl — oz ik ¢ N
Re@/=-1  Relzy==
Eo Td =" |dlse] /LE'\> fH Logarithmus ist definiert fiir ¢ € [0,277) als

log: C\(DU{0}) ={z: -+ ¢ <Imz < m+ ¢}
v z —log|z| +i(Arg + ¢)

(s desmmt 2es e =t R
T 7 wobei Argz € [, 1) und D = {z € C: Argz = ¢ — 7t}. Damit ist
C\(D U {0}) eine geschlitzte Ebene, zum Beispiel fiir ¢ = 0ist D =
Mébiustransformation f(z) = Z; (Cayley-Transformatlon) Allge- R _g. Der Logarithmus berechnen sich als log(re’?) = logr 4 i6 + i¢.
meine Cayley-Transformation f¢(z) = 2= firc € H

o (00,1,—~1) — (1,—i,i) o
o {z:Re(z) =0} = {z: Im(
e {z:Im(z) =0} — 0B(0,1)
e H={z:0<Im(z)} — B(0,1)

2 3 4

n+1
=y 1( ) "=z-54+%5-5+0()

Reihe log(1+z
) =0} g(1+z)

T P . . o eiz _p—iz
e Right-half plane — lower half plane Definition sin : C = C\{0} : 2 sin(z) = =
o {z:Im(x) =i} > B4 1) Rehe Yo ! =x— 5 4 i~ shm o =
Mébiustransformation f(z) = i3t! (Inverse Cayley-Transformation) T, Z;Jlr)l) (x —2m)PHl = —ye %(x ~ )l

Allgemeine Inverse f.(z) = % firc € H
e B(0,1) > H={z:0<Im(z)}
Mobiustransformation f(z) = %
e {z:Re(z) =0} — B(0,1)\{1}

Nullstellen 7Z

o {z:Im(z) = 0} — R\{1} Definition cos: C — C\{0} : z + cos(z) = &5~
e {z:Rez >0} — C\B(0,1) Reihe o 1)" 2n 1—ﬁ+§—1—%+...:

=

o {|z] <1} = {z:Rez < 0}

Autormorphismen auf B(0,1)
mit [A| =1 und |a| < 1.

X
Zn 0 zn)u( 727‘()

Nullstellen 7Z

~X5o g (= 0"

sind gegeben durch f(z) = AZ=%

Theorem 28.3 (Riemannscher Abbildungssatz) Jedes von ganz C ver-
schiedene einfach zusammenhingende Gebiet ist konform dquivalent zur

Y . . A.2 Integrale
offenen Einheitskreisscheibe. 8

faB(OJ) |z|dz =0, da |z| = 1 auf dem Rand und nach Cauchy

(bdﬂJ?YeMlnﬂ Abe L Aok Vedalten von Adlalen 1 . . .
) faB(O,l) i) — 0. Homotopie auf 0B(0,1/2), geometrische Rei-
Peinzip som Agumenb Olaterahl. etver hrlblelle he fiir 15 ansetzen, um Residuum bei z = 1/2 herauszufin-
Lesid ﬁg ‘ Wedliden st v den, fiir z = 0 direkt. Residuensatz.
- ’ = Bt J: OS2 4y = 2mri, [T Z3BL_dt = Tsin(—1). Direkt Residu-
(Wﬁ P b Ng 9B(0,1) silgz 7 J—oco 24242 e :
Velprho ensatz.
7z N 7 ng@hfsreu&
Iy fhe 2 J: —L_dz = 0, da cos(z +27) = cos(z), ist Resy cosz =
Mﬁ P:m@( Lavens Couckj ‘?SVM(_ {. Renzrethon Py i 9B(1,8) T—cosz 4 ’ 27
U [} erimunap Resg cosz = 0, weil cos gerade.
Poloterethonenty. < ! o ~
Lawrmbreriorenty Tagy Lorentwohlong =2 Schuoede Lenno 0 ilznjlz =nl=t 2 sin?z = 1ocos2z — Re (1_c§s 2 ) Residuensatz.
L Voo
i 3 _ _ 28
Gacky Hehitsong Gy [THR bog  gourh faB(m) SIMESPSSt dz = — <30, Integrand in Potenzreihe entwickeln,
‘ J 4 1, um Residuum zu berechnen.
Riemunsder hebborlethale  Licurille Jwtera 027T 2f3rt1t dt. Residuensatz Typ IV mit hésslichen Polstellen z; , =
J U 4 i(+v/3 - 2).

Caobi - Wetersbiny,  Fordomenkls.d. Algebe, Shuore Spiegelung



fyzdz 3 mit y(t) = te?™*. Kurve schliessen iiber 7y, iiber
Cauchy verschwindet das Integral tiber oy und 7, Integral iiber
Y7 ausrechnen.

), % mit yq : t € [-1,1] — t +icos(rt/2t) = —mi. Entweder iiber

Homotopie zur oberen Hélfte vom Rand des Einheitskreises ar-
gumentieren (verkehrtherum durchlaufen) oder Kurve schlies-
sen mit
0 42
0 x*+1
fortsetzen, Nullstellen pi fiir z2 4+ 1 berechnen, Residuensatz.

V2

= m¥%=. Weil Integrant gerade, Integral auf —oco bis oo

J; %2 Residuum iiber Laurentreihe berechnen, Residuens.
9B(0,1) z2sinz

fl 2—3)=1 Z(ZETV dz. Potenzreihe um 1, um Residuum zu berechnen
3=

(% = 1_(%7_@, geom. Reihe). Residuensatz.
sin(7z) d

f|z—1\=1 ZZ-1)?

(braucht erste Ableitung von sin(7z)).

%”2 iiber verallgemeinerte Cauchyformel

22 . .
Jiz-2/=3 #Fgz dz = 2imt(¢% — 1). Partialbruchzerlegung == =
1

1 N
- — - Residuensatz.

A.3 Existieren Funktionen, die...

e Es gibt keine analytische Funktion f : C — C mit |zf(z)]| < 1
fiir z € C und f(0) = 1, da f stetig, beschrankt auf B(0,1) und
fiir |z| > 1ist |f(z)] < 1/|z] < 1, also global beschrénkt, also
konstant, also f = 1, Widerspruch zu f < 1.

e Fiir f : B(0,1) — C,g : C — C nicht-konstante analytische
Funktionen ist g o f nicht-konstant, da wegen Gebietstreue das
Bild g(f(B(0,1))) offen ist.

o Es gibt keine beschrédnkte, nicht-konstante, analytische Funkti-
on f:C\{0} - C,da ef auch beschrankt, analytisch und ganz,
somit konstant wére. Da exp surjektiv, auch f konstant.

o Es gibt keine ganze, nicht-konstante Funktionen f : C — C mit
beschranktem Realteil, weil ¢/ beschrinkt wire (\ef | = eRefy,
also ¢f konstant ¢ € C\{0}, somit muss f(z) € ¢ +27iZ C
C fiir alle z € C. Da Menge diskret, f stetig und C zusam-
menhédngend, ist f konstant.

e Es existiert keine komplexe Wurzelfunktion, d.h. f : C\{0} —
C\{0} mit f2(z) = z fiirz # 0, da zw = f2(zw) = f*(z) f*(w) =
AL = #1, hist stetig, €\ {0} x C\{0} zu-
sammenhangend, deshalb 1 konstant. Widerspruch 1 = f2(1)
fOfQ) = f(1-1) = f(-1)(=1) = f(-=Df(-1) = f(-1) =

zw ist h(z, w) =

Existiert eine nicht-konstante, analytische Funktion mit
o f:C—oC\{1}.Ja,z—¢*+1

e f:C — B(2,1). Nein, f wire beschrankt und nach Liouville
konstant.

e f:C — {z € C:Imz < (Rez)?}. Nein, da die Wertemen-
ge nach Riemann biholomorph auf B(0,1) abgebildet werden
kann und das Problem deswegen dquivalent ist zu f : C —
B(0,1). Solch eine Abbildung wire aber beschrénkt und nach
Liouville konstant.

o f :_B/go,l) — B(0,1) mit f(0) = £ und f(4) = 0.Ja, f(z) =

o | (sieche Automorphismen auf B(0,1)) beim Riemann-
schen Abbildungssatz).

e f: C — C mit f(sinz) = 0 fiir alle z € C. Nein, nach Ge-
bietstreue ist das Bild von sin nicht-leer und offen, f wire al-
so 0 auf einer offenen Menge und deswegen nach dem Iden-
titdtssatz tiberall 0.

o f:{ze€C:lz|] >2} = {z € C:Rez > 0}. Ja, zum Beispiel
fz) =1+

e C — B(0,1). Nein, nach Liouville wire diese Abbildung be-
schrankt.

{zeC:|z| >1}.Ja, z+— 1/z.

C — C\{0}. Ja, zum Beispiel ¢=.

e C\{0} — B(0,1). Nein, jede solche analytische Abbildung
wadre beschrankt, deshalb konnte man die Singularitit bei 0 he-
ben und die Abbildung fortsetzen auf C — B(0,1), wodurch
sie nach Liouville konstant wére.

e B(0,1) — B(0,1)\{0}. Zum Beispiel z — 4.

e H={z:Imz >0} = {x+iy:x,y € (—1,1)}. Zum Beispiel

=4, da B(0,1) C {x+iy :

die Cayley-Transformation z —
%y € (=1,1)}
Existieren analytische Funktionen mit f: {z: Rez > 0} — C und
e f(1/n) = (—1)".Ja, zum Beispiel f(z) = cos(7/z).
e f(1+1/n) = (—1)". Es kann keine stetige Funktion
denn f(1+ %) =1und f(1+ 2”1?) = —1, aber 1+
anﬁ — 1, was innerhalb des Definitionsbereichs liegt.

e f(1+1/n) = ;5. Nein, denn f stimmt in 14+ 1/n mit g(z) =
21: tiberein, nach Identitétssatz also f = g, da Folge einen
Haufungspunkt bei 1 hat. Widerspruch, da sich Punkt 2 nicht

analytisch fortsetzen lasst.

eben,
é, 1+

e f(M(1) = (n!)2. Nein, nach der Taylorentwicklung hitte diese
Potenzreihe Konvergenzradius 0.

Existieren Funktionen mit den folgenden Nullstellenmengen N

o f:C—C,N=0Q.]a, exp.

e f: C — C, N = 9B(0,1). Nein, C hat Haufungspunkt in
9B(0,1), nach Identititssatz wire Funktion tiberall Null.

o f:C—-C N={1- % :n € N} Ja, f(z) = sin(7t/(1 — 2)).
Existieren biholomorphe Abbildungen mit den folgenden Eigen-
schaften?

o f:C\{z:Rez =0} - C\{z: Rez = Imz}. Ja, zum Beispiel

z (1—1i)z.

e f:{z=x+iy € C:x*+4y*> < 1} — H. Ja, Innere eine Ellip-
se, deswegen konvex und danach einfach zusammenhéngend.
Riemannscher Abbildungssatz, da H auch konvex.

o f: C\{0} — B(0,1)\{0}. Nein, diese analytische Funktion
wdre beschrankt, damit hebbare Singularitit bei 0 und setzt
sich deswegen zu ganzer beschriankten Funktion fort, deswe-
gen ist sie konstant und insbesondere nicht biholomorph.

e f:B(0,1)\[0,1) — {z : Rez < 0,0 < Imz1}. Ja, zum Beispiel
fle) = .

e f:C\B(0,1) — {z: 0 < Imz}. Nein, C\B(0,1) ist nicht ein-
fach zusammenhéangend.

e f:B(0,1) — B(0,1) mit f(0) =0und f(—i/2) % Nein, f
erfiillt Voraussetzungen vom Schwarzschem Lemma, es muss
also gelten |f(z)| < |z|, was hier nicht erfiillt ist.

e f: C = C\R<g. C\Rg ist biholomoroph zu B(0,1) nach
Riemann, nach Liouville gibt es keine Abbildung C — B(0,1).

Anwendung Schwarz Lemma fiir Funktion f : D — D. Baue Dif-
feomorphismus von ¢ : D — B(0,1) und definiere ¢ = ¢o fodp™!:
B(0,1) — B(0,1). Checke, ob g(0) = 0, sonst muss ¢ so gewdhlt
werden, dass fiir zg € D gilt ¢1(f(z0)) = 0 und qb;l(()) = zg, sodass

g§=¢10fog, ' Danngilt |g| < |z, also |¢1(f(2))| < [¢2(2)].
A.4 Nullstellen und Pole

Gleichungssystem z" = re* hat Lésungen z = r!/"

exp (i t+i7rk>
Kubische Gleichungen der Form az* + bz? + ¢ konnen gelost wer-
den tiber:

—b/2++/(b/2)*—ac

(i) quadratische Gleichung losen z} , = 2

(ii) Gleichungssystem z> = (x> — y?) +i(2xy) = zy, losen mit
Losungen z1, zp.

(iif) Losungen der kubischen Gleichung sind 4z, £z5.



A.5 Vertauschungssitze

Es wird vorrausgesetzt, dass alle Grenzwerte und Ableitungen exis-

tieren, Funktionen integrierbar sind und die zu integrierende Gebiet
schon sind.

Yo 102 fu(x)] < 00 = Ox)Y, fn(x) =Y Ban(x)

lim, e fu = f glm. = [Lifalx) =L, [ fulx

limy 0 fn = f glm. = hmnﬁwffn x)dx = ff(x) dx
9tf (x,t) glm. stetig = atj f(x,t) dx—f ot f(x,t)

0< fu<furr, [ fu(x)dx<c = hmnﬁmffn dx*ffx

Sge L I < 5() = limy o [ Fu()dx = [ Fx)de
Jg e L' |9if(tx)| < g(x) = o [f(tx) dx—faff t,x)dx
fecy,s = 0 [ f(tx)dx = [0:f(t x)dx

Je (Je [f (xy)] dx) dy < oo = Je(Jpf dx)dy = [ ([p f dy)dx

A.6 Trigonometrie

. |max ax=(2n+1)Z 0
sin(ax) = N ( )72T = cos(ax)
0 ax = (2n+0)5 =nm || max
. ix _ ,—ix ix —ix . X_ ,—X X —X
siny = £5¢—, cosx = £, sinhx = £, coshxy = €46~
2i 2 2 2

Acosx + Bsinx = #ei" + #e*ix

sin? x +cos? x = 1 sinx +cosx = me”‘ + ﬁe —ix cosh? x —

sinh2x =1
sin2x = 2sin X cos x
2

sin(x £ y) = sin(x) cos(y) % cos(x) sin(y),

2

cos(x £y) = cos(x) cos(y) Fsin(x)sin(y), cos2x = cos” x — sin” x

sinxsiny = % (cos(x —y) —cos(x +y)),

1

cos?(x) = 5

sinx cos x = } sin(2x)

cosxcosy = %(cos(x —y) +cos(x+y)), (1+ cos(2x)

sinxcosy = % (sin(x — y) +sin(x +y)),

2, _1 tan x+tany
1+tan”x = cos? x”’ tan(x+y) I-tanxtany’
D =41 %= +1+2\/§i eF = ?(4‘1 ti) e = +\/2§+i
) Y - ) 9 ‘ # -z
e%:—H e%:l%\/gl g%:%(—l-&-z) e%: ‘/2§+1
e =—1 % = 77172‘/§i e = %(—1 —i) e = 7‘/2571'
eF =i ¢F = 7+172‘/§i e = ?(-‘,—1 —1) e +‘/2§7i
A.7 Ungleichungen, Abschitzungen und other

[(u,0)| < llul[[lo]l, 2|ab] < |a]*+[b]?, ||x| -
|fE dx|<fE |f(x)] dx,

1 ..
I3 B(z,R) \24“ |dz < fB(zo,R) 7 dz fir R > 1

Wyl < lxxy| < |x[+y|
(I+x)">1+nx, x>-1, neN

f(z)=f(a)

\ =a (a)] +1

Yio lag||z|* < (1+ay)|z|" fir |z| gross genug
Faktorisierung ax? + bx = a(x + 2%)2 _ %

#, C) (und somit auch Coy, C*, C" Vn, C) sind dicht in L?.

A.8 Integrale und Reihen

n+1 1
1 o — lgl <1
Z];::() qk = 1=q 17 ; Ykeo k=g 1m0 1 , TT1(2k+
n+1l g=1 00 sonst k=0
2k)!
D= %
00 n 1)1
e =T log(v) = In S (-1, e = K" Ix|
1
. _1)n 3 5 7
sinx = Do a7 =X =%+ £y~ b + -
COSX—Zno(ziiﬂ ":1—"74— — g e
_cos((n+m)x) cos((n—m)x) L
[ sin(nx) cos(mx) dx = 2 (n+m) 2(n—m)

1
~ 1, €08 (2nx)+C

sin?(x) = §(1— cos(2x))

sin (1 —m)x) _sin ((n+m)x)
[ sin(nx) sin(mx) dx = 2(n—m 2 (n+m) +C n#+n
+% F L sin(2nx) 4+ C "= +tn
sin((n+m)x) sin((n—m)x)
J cos(nx) cos(mx) dx = 2(n+m) 2(n—m) +C n# 4
5+ ﬁ sin(2nx) + C "= 41
a+(2l+1)/n

f:+2nl/n sin(nx)Dx = [

a

(nx)Dx=0,a€eR, I eN
o sin(nx) cos(mx) dx = Coum, | € N

Iz

- sin(nx) cos(mx)Dx = fOZH sin(nx) cos(mx)Dx = 0
Ir e/ dx = \Jan I e/ dx = $van
A9 Koordinatensysteme

Polarkoordinaten x =rcos¢,y = rsing, r = \/x2 +y2, ¢ = arctan(y/x)
fiirx>0,0<r<00,0<¢<2m. A=03+ 18y+ 182

Kugelkoordinaten x = rsinfcos¢, y = rsinfsin¢, z = rcos

= Vx2+y2+22, 0 = arccos (2), ¢ = arg(x,y), 0 < r < oo,
0 < ¢ <2m,0<6 < m.dV = r2drsin6dodg. A = £9,(r%0,) +

dg(sin6dy) + 7 aé

r2 sin 6

A.10 Analysis

Definition A.1 (Topologie) Eine Menge heisst
o offen

o abgeschlossen

)

o Zusammenhdingend

(x,y) = cos(7y)|x|[IAefinition A.2 (Dichtheit) Gegeben sei ein metrischer Raum (X, d). Dann

heisst die Menge M C X dicht in X, wenn zu jedem x € X und jedem
r > 0 ein Punkt y € M existiert, sodass y € B,(x).

Definition A.3 (Konvergenz) Sei D C IR" offen, f : D — R eine Funk-
tion und (fu)n eine Funktionenfolge mit f, : D — R fiir alle n € N.
Falls

o Vx € D liy—seo fu(x) = f(x) ist fy, punktweise konvergent,

- f(®)]

o ity yoo SUP,cp | fn (%) = 0 ist f, gleichmissig konver-

gent.

Anders ausgedriickt gilt (fy)n gleichmiissig konvergent < Ve AN € NVn €
N:(n>N = (VxeD:|fu(x)— f(x)| <e)).

Theorem A.4 Falls (f,,), eine Folge stetiger Funktionen gleichmiissig ge-
gen f konvergiert, dann ist f stetig.

Theorem A.5 (Mittelwertsatz) Sei f : U C R" — R diffb. Falls xo +
th € UVt € [0,1] und ein h € R", dann existiert ein te € (0,1), sodass
f(xo+h)— f(x0) = 9pf(xo +teh). Fiir f : [a,b] — R, diffbar auf (a,b),
existiert ein ¢ € (a,b), sodass f' () = fb)=fa)

—a

<
n#+tm
n=m
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