ETH-Aufnahmepriifung Herbst 2012

Mathematik I (Analysis)

Aufgabe 1 (10 Punkte)
a) Beweisen Sie, dass in einem Parallelogramm stets die Beziehung
, e+ =a’+b+c?+d?
gilt, wobei e und f die Diagonalen und a, b, ¢ und d die Seiten des Parallelogramms sind.
2(4+5i)"+3
(4+51)™ +6™?
gegebenenfalls ithren Grenzwert flir n — oo (in Normalform).

konvergiert und bestimmen Sie

b) Uberpriifen Sie, ob die komplexe Folge a, =

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Einer Kugel mit Radius 1 wird ein gerader Kreiskegel eingeschrieben. Bestimmen Sie die Hohe des
Kegels mit maximaler Mantelfliche. Wie gross ist dieses Maximum?

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Die Vermehrung von Bakterien erfolgt unter giinstigen Bedingungen exponentiell. Der Bakterien-
stamm o verdoppelt sich in 3 h, der Bakterienstamm [ verzehnfacht sich in einem halben Tag.

a) Welcher Stamm hat die grossere Wachstumsrate? Begriinden Sie Ihre Antwort rechnerisch.

b) Um 01.00 Uhr besteht der Stamm o aus 10'000 Bakterien, der Stamm B besteht um 02.00 Uhr aus
13'000 Bakterien. Um welche Zeit werden beide Stimme gleich viele Bakterien zidhlen?

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Gegeben ist die Funktion f(x)=ae*(x+b) mit acR*, beR.

a) Berechnen Sie in Abhingigkeit der Parameter a und b den Inhalt des Flidchenstiickes, das vom
Graphen der Funktion f(x) und von der x-Achse im dritten und vierten Quadranten eingeschlossen
wird. Skizzieren Sie zunichst den Graphen der Funktion f(x).

b) Die Tangente an den Graphen der Funktion f(x) an der Stelle x = 0 hat die Gleichung y — 6x = 3.
Bestimmen Sie die Parameter a und b.
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Die Note N berechnet sich fiir die Punktzahl p gemiss der Formel N =1+ e wobei auf halbe Noten zu

runden ist (Viertelnote aufrunden).

Aufgabe 1

a) Mit dem Cosinussatz: ()  e*=a’+b?~—2abcos(B)
(I) f*=b’+c*~2bccos(y)

Aus (1) & (IT) folgt:
e’ +f7 =a® + b — 2abcos(B) + b* + c — 2bccos(y)

=a’+b* —2abcos(B)+d* +c* — 2bccos(180° - B)
—couB)

=a’ +b* —2abcos(B)+d* +c* +2abcos(B)
=a’+b?+c? +d? QED

a) Variante mit Pythagoras IO e =@+x)*+h’
(I  fP=(c-x)*+h?

c
N () h2=b*—x> bzw. h’=d*—x’
d
b
¢ b Aus (1) & (ITT) baw. (I1) & (IIT) folgt:
a xK IV) e*=@+x)*+b*>-x*

(V) fP=(c-x)’+d*-x?

Aus (IV) & (V) folgt:

e+ =@+x)+b*—x2+(c—x)? +d* - x*
=a’+2ax+ x> +b? ~ x> +c? = 2cx + x> +d* —x
=a’+b’ +c* +d° QED

2

b) Zahler und Nenner durch (4+ 5i)" teilen: ‘
3 3

24 24 ,
(4+5i) (4+5i)
. an = n+2 = 6 n
(4+5i)+ —  (4+5i)+36
@+siy @G5 (4+5i) :

Da |4 +5i|=+/41 > 6, ist lim(4 65 ) =0 ; die Folge a, ist somit konvergent.
| 445

2+1im s )
Grenzwert: a=lima, = (4+ ‘)6 o
e +5i
(4+5i)+36~lim( )
nseo | 44 5]

2 (4-5)_ 8-10i 8 10

———i

Grenzwert in Normalform: a= - — = =
(4+5i) (4-51) 16+25 41 41
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Aufgabe 2

Aus geometr. Uberlegungen: 1<h<?2

Kegelmantel: M =rmrs
Nebenbedingungen: I1=r*+(h~1) = r=+2h-h’
s* =1’ +h? =  s=y(2h-h*)+h’ =2h
Vereinfachung: M(h)=nv2h-h*v/2h = ntv4h? - 21®
8h—6h?
Extremalstellen: M'(h)=0 = 0=1—F—————
24/4h* - 2K’

= h=0 (Min) oder h =-§ (Max)

Es folgt: rz\/—g— und s=\/§ = M.—_n\/g\/gz&t\/g
9 3 9V3 9
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Aufgabe 3

a) Sei t die Zeit in Stunden.
1

Stiindliche Wachstumsrate des Stammes o 2(3) =1.26
1

Stiindliche Wachstumsrate des Stammes P: IO(E) =121

Der Stamm o hat somit die grossere Wachstumsrate.

b) Sei t die Zeit in Stunden (t=0: 01.00 Uhr).

Stamm o A= 10'000.2@)

t-1
Stamm B: B(t) = 13'000.10(75)
A()=B(1): 10'000.203) 130001007

6 n
3 =
Es folgt: —%m = —11—3-10(”)
10 12

(1.03994...)' =1.07303...

_ In(1.07303..)
In(1.03994...)

Beide Stimme werden um ca. 02.48 Uhr gleich viele Bakterien zihlen.
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Aufgabe 4

a) Skizze des Graphen der Funktion f(x):

Nullstelle: Xx=-=b

Berechnung des Flichenstiickes A mittels partieller Integration:
A= clin_lfae‘(x +b)dx
- -b
= Jilpm{ae‘(x + b)l;b - Iae‘ de
= lim [ae‘(x +b)—ae* Ib
= lim [—ae"" ~ae‘(c+b)+ ae°]

o0

= -—ae

b) Die Ableitung der Funktion f(x) ist f'(x)=ae*(x +b)+ae".
Die Tangente geht durch den Punkt P(0|3) und hat an der Stelle x = 0 die Steigung m=6:

f(0)=3 = 3=ab
f(0)=6 = G=ab+a

Es folgt: a=3und b=1
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